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摘要：原子钟通过稳定的频标来测量时间，但频标输出信号会受到不同来源噪声的影响，因此

原子钟间相位偏差可以看作服从幂律
∑

hαf
α 的连续随机过程。该随机过程并非平稳的，一般

是通过高阶的差分使得序列平稳化，常用的时域频率稳定度评估方法便是采用此种思路。幂律噪

声实际是对白噪声过程进行微分和积分得来，不同幂律的噪声对应不同的随机微分方程，实际上

幂律噪声的仿真也是通过白噪声基于此实现的。首先介绍了不同幂律噪声的鉴定方法，并结合文

献给出常见幂律噪声对应的微分方程；然后介绍了不同频率稳定度评估方法之间的关系和其相

应的传递函数，并简单总结了其置信区间的计算方法。该文的工作有助于构建原子钟随机模型和

频率稳定度评估方法。
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1 引 言

原子钟通过稳定的频标来测量时间，最终输出的钟面时不可避免地受到电子元器件运行

噪声影响，不同层级的白噪声随着时间积累体现在钟面时的功率谱密度上呈现幂律
∑

hαf
α

特性，包含不同的周期特征
[1]

。自相关函数 (autocorrelation function, ACF) 和功率谱密度

(power spectral density, PSD) 包含一个连续随机过程的全部信息
[2]

，但很难从中提取有用

的定量信息。阿伦方差 (Allan variance)
[3]

与哈达玛方差 (Hadamard variance)
[4]

可以定量地

描述原子钟频率稳定度，Hutsell
[5]

给出两者与卡尔曼滤波模型过程噪声系数的数学关系。阿

伦方差可以识别不同幂律的频率白噪声、频率闪变噪声和频率游走噪声 (对于频率数据，其

幂律分别为 0, −1, −2)，并借此计算噪声水平系数
[6]

。但对频率游走闪变噪声 (幂律为 −3)

和频率奔跑噪声 (幂律为 −4) 不收敛
[7]

，不幸的是铷原子钟受到这两类噪声的影响
[8]

。与阿

伦方差不同，基于三次差分的哈达玛方差对这两类低频噪声收敛
[9]

。
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当平滑时间较长时，哈达玛方差估值置信度会降低，有学者提出一种总方差的估值方

法，该方法通过特定的映射来延拓数据以提高置信度
[10]

。参考重叠阿伦方差
[11]

类似地可以

定义重叠哈达玛方差
[12]

，由于重叠哈达玛方差最大限度地利用了样本的所有可能的三次差，

因而最大限度地利用了当前样本，所以其估值的置信度可以得到提升。与哈达玛方差的估值

不同，重叠哈达玛方差采用了彼此存在相关性的样本进行估值，也因此其估值不服从整数

自由度的卡方分布
[13]

，而是经验性地近似服从非整数等效自由度 ν 的卡方分布
[14]

。对于方

差的估值，当显著性水平相同时，等效自由度越大估值置信区间越小，估值越准确。随着北

斗三号全球系统的建立，对高性能星载原子钟钟差的计算、预报和评估工作得以开展
[15−24]

，

而开展此类工作的前提便是构建这些原子钟的基本数学模型。

本文第 2 章首先介绍了最广为接受的原子钟模型，该模型可以说是最简单有效的原子

钟模型，其同时包含了确定过程和随机过程部分，其随机过程部分即为非平稳的幂律谱模

型。对于原子钟频率而言，一般认为其受到 5 种整数幂律噪声 (2 ∼ −2) 叠加的影响
[6]

，后

续对铷原子钟的研究增加了两种幂律噪声 (−3, −4)
[8]

，本文第 2 章还介绍了不同幂律噪声

的鉴别方法。幂律过程可由白噪声过程通过微分和积分得到，举个例子，随机游走过程为幂

律为 −2 的随机过程，由于其为独立增量过程，对其微分便是白噪声过程。本文第 3 章主要

介绍了幂律噪声的仿真以及其对应的随机微分方程，至此主要为时域分析。原子钟频率稳定

度的评估便是对幂律噪声能量的评估，阿伦方差与哈达玛方差在本质上是一致的，即在时

域上通过差分使得序列平稳化。本文以概述的角度在第 4 章统一介绍了两种频率稳定度评

估方法及其关系，同时整理了它们在频域的传递函数。对于一个高斯过程 (白噪声过程) 而

言，最重要的统计量便是期望和方差函数，其期望常被认为是零，其方差主要反映了噪声能

量的强弱。众所周知，一般对方差估计的统计量服从卡方分布，那么对于阿伦或者哈达玛方

差而言，其置信区间同样通过卡方分布确定。第 5 章主要介绍等效自由度和频率稳定度评

估方法置信区间的确定。

2 原子钟模型和幂律噪声的鉴别

原子钟借助稳定的频标测量时间，通过比对原子钟间的相位差，根据频标的基准频率得

到物理意义上的时间差。但原子钟频标很容易受到不同来源的噪声影响，温度和辐射同时

会影响原子钟频标的稳定度
[25]

。一种被广为接受且相对简单的原子钟频标电子振荡器模型

为：

V (t) = (V0 + ε(t)) sin[2πν0 + ϕ(t)] , (1)

其中，V0 和 ν0 分别为振幅和频率，π 是圆周率，t 是时间；ε(t) 是施加在振幅上的噪声，

对于精确的原子钟振荡器而言，该噪声可以忽略；ϕ(t) 是一个非平稳的连续幂律随机过程

且满足 |ϕ̇(t)| ≪ 2πν0
[26]

。由于 |ϕ̇(t)| ≪ 2πν0，即该噪声对频率的影响远低于原子钟基准频

率，更容易反映在经过一定时间积累后的相位和频率比对序列上。

一般一个原子钟的频标被认为是一个十分稳定的频率源，即频标的输出频率保持在基准
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频率 ν0 附近很小的一个区间内。原子钟对时间的测量通过相位比对实现，当相位由 t0 ·2πν0
变化到 t0 · 2πν0 +∆t · 2πν0 = (t0 +∆t) · 2πν0 时，时间便增加了∆t 秒。但一个频标的实际

频率必然与其标称频率之间存在一个系统差，初始相位也往往不可能是零，同时还可能伴

随着频率老化和频率漂移现象，因此原子钟测量的时间偏差会受到初始相位偏差 x0、初始

频率偏差 y0 和线性频率漂移 D 等确定部分的影响。同时原子钟的相位还受到随机部分 ϕ(t)

的影响。那么，瞬时时间 (相位) 偏差 x(t) 被定义为：

x(t) =
Dsystem + ϕ(t)

2πν0
= x0 + y0t+

1

2
Dt2 + φx(t) , (2)

其中，Dsystem 代表由初始相位偏差 x0、初始频率偏差 y0 和线性频率漂移 D 等确定过程导

致的相位偏差；ϕ(t) 是由随机过程导致的相位偏差，其功率谱是 Sx(f) · 2πν0，其中 Sx(f)

表示功率谱密度。

自然环境中原子钟振荡器的输出频率不可能是恒定的：(1) 频标输出频率本身存在白噪

声；(2) 受环境因素和频标老化影响，频标输出频率会出现包含确定过程的增量过程，该增

量过程也会受到白噪声污染并使得频标输出频率包含频率游走噪声。因此，最初的原子钟随

机模型仅为幂律 2 到 −2 的噪声叠加，其中幂律为 2 的噪声是自然存在于相位比对时的白噪

声，幂律为 0 的噪声为频标输出频率本身存在白噪声，幂律为 −2 的噪声为上述的频率游走

噪声，幂律为 1 和 −1 的噪声被称为闪烁噪声，其由电子元器件以及电子环路非理想因素导

致
[27]

。而原子钟间的相位偏差 x(t) 实际上是原子钟频率偏差的积分过程，因此有：

Sy(f) = (2πf)2 · Sx(f) =

2∑
α=−4

hαf
α , (3)

其中，Sx(f) 是 φx(t) 的功率谱密度 (PSD)，Sy(f) 是 φy(t) 的功率谱密度，且有 φy(t) =

φ̇x(t)；对于频率 f 有 0 6 f 6 fh，其中 fh 为上限截止频率；α 为幂律噪声的幂指数，hα

是幂指数为 α 的噪声的强度因子。α = 2, 1, 0, · · · ,−4 分别对应噪声名为相位白噪声 (white

phase modulation noise, WPM)、相位闪烁噪声 (flicker phase modulation noise, FPM)、

频率白噪声 (white frequency modulation noise, WFM)、频率闪烁噪声 (flicker frequency

modulation noise, FFM)、频率随机游走噪声(random walk frequency modulation noise,

RWFM)、频率闪烁游走噪声 (flicker walk frequency modulation noise, FWFM) 和频率随机

奔跑噪声 (random run frequency modulation noise, RRFM)。前五种噪声便是上文提到的

最初原子钟随机模型里所建模的五种噪声，后两种噪声是因为后续对铷原子钟研究而增加

的奔跑闪烁噪声和奔跑噪声。其中奔跑噪声可以理解为“随机游走的游走噪声”，即频标输

出频率的增量过程也受到了白噪声的污染。式 (3) 便是有名的原子钟噪声幂律模型
[4]

。

对于如何确定不同幂律噪声的类型。最为直接的想法就是估计噪声功率谱，从频域上直

接分析。但此方法并不容易实现，原因主要为两个：(1) 实际的噪声往往是多幂律噪声的叠

加；(2) 功率谱的准确估计本身就是难题。一般采用时域分析的方法辨别噪声，这里介绍一

种基于时域的自相关函数的噪声鉴别方法，Lag 1 偏差函数法
[28]

。
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Lag k 自相关函数 (ACF) 的定义为：

ρk =
E[(zt − µ)(zt+k − µ)]

σ2
z

, (4)

其中，zt 是任一时间序列，可以是瞬时相位偏差 x(t) 或瞬时频率偏差 y(t) = ẋ(t) 的离散采

样序列；µ 是其均值，σ2
z 是其方差，E[·] 代表数学期望。其为交错 k 位后的序列自相关函

数值。当 k = 1 时，便是 Lag 1 自相关函数，定义统计量 rk 作为其估计值：

rk =

1

N − k

N−k∑
t=1

(zt − z̄)(zt+k − z̄)

1

N

N∑
t=1

(zt − z̄)2

, (5)

其中，z̄ 是该时间序列的均值，N 是该时间序列的长度。

幂律为 2 的噪声实际上是白噪声过程经过一次微分得到的随机过程，对于该过程均匀

采样的时间序列而言，相邻的两个随机变量间存在线性相关性，其 Lag 1 自相关函数值为

−1/2，该值可由维纳-辛钦定理推导出。而幂律为 1 的噪声同样是白噪声过程经过更复杂的

微分 (分数微分) 得到，其 Lag 1 自相关函数值为 −1/3。而幂律为 0 的噪声实际就是白噪

声，对该过程均匀采样的时间序列相邻的两个随机变量线性无关，故其 Lag 1 自相关函数值

为零。图 1 展示了仿真的幂律为 2, 1 和 0 的随机过程的 20 组样本函数 (噪声的强度因子为

1，时间采样间隔为 1 s) 的自相关函数图，仿真的 Lag 1 自相关函数值与理论分析一致。

图 1 幂律为 2, 1 和 0 的随机过程的 20 组样本函数的自相关函数图

若 zt 是频率偏差序列，ρ1 的估值 r1 接近 −1/2 便是WPM、接近 −1/3 便是 FPM、接

近 0 便是WFM，这三种噪声对于频率偏差序列而言都是平稳的，可以直接通过 Lag 1 自相

关函数确定其噪声类型。对于非平稳的时间序列，需要首先通过差分使其平稳化进而利用

Lag 1 自相关函数确定其噪声类型。令 δ = r1/(1 + r1)，一般的若 δ < 0.25，则可以认为时

间序列 zt 平稳，并有 Lag 1 相关函数 ρ1 = δ/(1 − δ)。这样，对于一个非平稳的时间序列

zt：首先对其进行多次向后一阶差分并计算 δ 直到 δ < 0.25，此时时间序列平稳。注意到每

差分一次得到新的序列，对于新序列来讲原本噪声的幂律 +2，此时记录差分次数 d 用以还
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原原本噪声幂律系数。经过差分后的序列实际是把幂律为 −1 ∼ −4 的噪声转化为幂律为 2

∼ 0 的噪声，此时利用 Lag 1 ACF 函数确定具体的噪声类型并结合差分次数 d 得到原本噪

声的幂律系数。令 p = −round(2δ)− 2d (其中 round(*) 为取 *最近的整数)，可借助 p 的值

确定噪声幂指数 α。对于频率数据而言 α = p，对于相位数据而言 α = p+ 2
[28]

。

常用的幂律噪声鉴定方法还有 B1 偏差函数法
[29]

等。对于 Lag 1 偏差函数法，文献 [30]

做了进一步拓展，并给出了基于重叠哈达玛方差的 Lag 1 自相关函数幂律噪声确定算法。

3 幂律噪声的仿真及其随机微分方程

白噪声过程的功率谱密度 Sx(ω) 在整个频谱上为常数，对白噪声过程 ω(t) 进行积分和

微分就能生成频谱为幂律的有色噪声过程。幂律为 2, 0, −2 和 −4 的有色噪声可通过白噪声

过程直接微分或者积分得到： 

dω

dt
= φ2

φ0 = ω

dφ−2

dt
= ω

d2φ−4

dt2
= ω

, (6)

其中，φi 是幂律为 i 的有色噪声，ω 为白噪声过程。式 (6) 给出幂律为 2, 0, −2 和 −4 等有

色噪声的随机微分方程，借助该方程可以由白噪声过程仿真出上述有色噪声。实际上最为广

泛的基于卡尔曼滤波实现的时间尺度的状态方程便建立在此基础上。式 (7) 为标准三变量卡

尔曼滤波时间尺度用以描述系统状态的微分方程组：

dx1

dt
= x2 + ω1

dx2

dt
= x3 + ω2

dx3

dt
= ω3

, (7)

其中，x1, x2 和 x3 分别为相位状态量、频率状态量和频率漂移状态量；ω1, ω2 和 ω3 为三个

独立的白噪声过程，其分别生成了 FFM, RWFM 和 RRFM
[31]

。

然而对于幂律为 1, −1 和 −3 的有色噪声，仿真一直是个难题，主要的仿真方法有三

种：(1) 借助 ARMA 模型仿真；(2) 分数微积分仿真；(3) 基于小波分析仿真。三种仿真方

法都需要采用不同的有限过程逼近幂律为 1, −1 和 −3 的有色噪声
[32]

。文献 [27] 对这类噪声

产生的机理进行了深入探究，并找到了产生此类噪声背后的物理原因。本文仅结合文献介绍

幂律为 −1 的有色噪声定义，以及采用四个马尔可夫过程逼近的噪声生成方法。考虑到幂律

为 −2 的噪声就是布朗运动，借助修正的分数布朗运动：

Bf (t) =
1

Γ(α/2)

[∫ 0

−∞

(
|t− τ |α/2−1 − |τ |α/2−1

)
ω(τ)dτ +

∫ t

0

|t− τ |α/2−1ω(τ)dτ

]
, (8)
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定义任意 α 的幂律噪声
[33]

。实际上幂律为 −1 的噪声在数学上便是采用分数微分定义的，

即取公式 (8) 中的 α = 1。然而仅借助公式 (8) 不可能实现分数布朗运动仿真，本文介绍一

种基于多个独立马尔科夫过程叠加的幂律为 −1 的噪声仿真方法。

一个马尔可夫频率过程可由高斯过程借助微分方程化，表示为：

dφm

dt
+Rφm = ω , (9)

其中，φm 是马尔可夫频率过程，R 是常数，ω 是白噪声过程。选择不同的常数 R 生成四个

独立的马氏过程并叠加，便可近似地生成一个幂律为 −1 的有色噪声过程
[34]

。文献 [34] 同

时完成了包含 FFM 噪声的卡尔曼时间尺度的构造，其对 FFM 噪声的处理办法便是采用四

个独立的马氏过程近似，R 作为状态参数被设计在滤波器中用以拟合并逼近原子钟里实际

存在的 FFM。

图 2 展示了白噪声过程 (幂律为 0)、分数布朗运动 (幂律为 −1)、布朗运动 (幂律为 −2)

和随机奔跑运动 (幂律为 −4) 4 种随机过程的 20 组仿真样本时间序列图。借助该图可以直

观地了解不同幂律噪声在时域里的特征。

注：a) 白噪声过程；b) 分数布朗运动；c) 布朗运动；d) 随机奔跑运动。其中仿真的噪声强度因子为 1，样本

函数时间采样间隔为 1 s。

图 2 连续随机过程的 20 组样本函数时间序列图

原子钟系统模型和随机模型已梳理清楚，幂律噪声的鉴别与仿真已完整介绍。那么此后

借助常用的频率稳定度评估方法可以进一步从多种混合的幂律噪声中确定相应噪声的幂指

数和能量系数。
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4 原子钟频率稳定度评估方法的统一形式和传递函数

常用的原子钟频率稳定度评估方法有阿伦方差和哈达玛方差，重叠阿伦方差和重叠哈

达玛方差是为解决数据量少时两种方差置信度低的问题，改进阿伦方差和改进哈达玛方差

是因为两种方差无法区分幂律为 2 和 1 的噪声，而阿伦总方差和哈达玛总方差是为解决平

滑时间较长时置信度低的问题所提出
[35]

。这些频率稳定度评估方法都是基于阿伦方差和哈

达玛方差，本章主要讨论两种方差的定义、关系及传递函数，并结合文献介绍一种统一的形

式用来描述两种方差。

阿伦方差为分析频率稳定度最早被提出，其本质仍是一种方差，由于振荡器频率序列受

到随机游走噪声影响并非平稳序列，因此需要通过差分使得序列平稳化。频率稳定度实际评

估的是一个振荡器输出频率的随机误差，与方差分析概念有些类似但内涵完全不同，这是由

基本的随机模型不同所决定的。频率稳定度评估的随机模型是一种不平稳的随机过程，是

多种不平稳过程的叠加，我们需要对这个多种噪声叠加的不平稳过程进行整体的误差分析。

而测量平差中的误差分析其实是对平稳的白噪声的误差分析。当然两者也存在一定的联系，

当我们对WFM, RWFM 和 RRFM 进行建模，引入状态空间，此时在状态空间中的误差分

析便转化为了测量平差中的误差分析。这种转化实际上是把“基于平滑时间变化的多噪声叠

加随机误差分析”转化为了“状态空间中状态量的误差分析”，但事实上，对某一种幂律噪

声的解析式的独立分析本质上是很难实现的。对原始数据进行差分后，数据的物理意义已

经改变，噪声的功率谱也发生了变化，但频率稳定度所分析的目标是一个频标输出的随机

误差，是对幂律谱随机模型的整体分析，差分后噪声功率谱确实发生了一些变化，由 S(f)

变成了 (2πf)2 · S(f)，但这并不影响对频标输出的随机误差的整体分析。阿伦方差便是为分
析频率稳定度提出的，对于频率数据而言，由于只有作为主要噪声源之一的WFM 的方差

是不随时间变化的，因此阿伦方差被设计为其期望与WFM 的标准方差的一致。阿伦方差

σ2
y(τ) 的定义是：

σ2
y(τ) ≡

⟨
(ȳk+1 − ȳk)

2

2

⟩
, ȳk =

1

τ

∫ tk+τ

tk

y(t)dt , (10)

其中，y(t) 是瞬时频率偏差，τ 是平滑时间。由于原文是定义在连续过程上的，需要在

t = [0,+∞] 上积分，故 ⟨⟩ 表示无穷时间上的平均，可以理解为数学期望[36]

。若振荡器频率

受到随机奔跑噪声影响，仅通过一次差分无法使得序列平稳化，很容易想到进行高阶差分使

序列平稳化。实际上哈达玛方差是基于哈达玛变换构造的
[37]

，文献 [4] 将其改造使其更加适

合时域分析。实际上根据文献 [4] 的定义，对频率数据进行二阶及二阶以上 (相位数据三阶

及三阶以上)差分构造的方差均称为哈达玛方差，不过对于原子钟频率稳定度分析来讲，对

频率数据二阶以上的差分并无必要，我们通常讲的哈达玛方差便是对频率数据进行二次差

分的方差。哈达玛方差定义为：

σ2
H(2, τ) ≡

⟨
(ȳk+2 − 2ȳk+1 + ȳk)

2

6

⟩
, ȳk =

1

τ

∫ tk+τ

tk

y(t)dt , (11)
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公式 (11) 可以拓展为 N 次差分哈达玛方差：

σ2
H(N, τ) ≡

⟨
(ȳk+N −N · ȳk+N−1 +N · ȳk+N−2 · · · ± ȳk)

2

(N − 1) ·N2 + 2

⟩
, ȳk =

1

τ

∫ tk+τ

tk

y(t)dt , (12)

当 N = 1 时，为阿伦方差；N > 2 时，是哈达玛方差。需要注意的是，式 (12) 的定义与

文献 [4] 最初的定义不太一致，首先差分方式略有不同，其次原本的定义并未除以分母的部

分。考虑到差分运算会放大噪声，且为了保证该方差的期望与WFM 标准方差的期望一致，

式 (12) 分母是必要的。式 (11) 所示的现在最常用的哈达玛方差是经过了 Riley 和 Howe 改

进的，他们同时给出了上述二阶差分哈达玛方差的传递函数
[35]

。另外，式 (12) 的拓展是作

者根据文献归纳推导出的，但遗憾的是本文未能给出 N > 2 时的传递函数的统一形式。

通过阿伦方差和哈达玛方差的定义，不难看出两种方差的计算都需要经过差分和平滑

两种算子的处理，而后续对两种方差的改进也无非是多增加平滑。众所周知，平滑算子可以

看作一种低通滤波器，而差分算子可以看作一种高通滤波器，两者组合可以构成一个带通

滤波器，并且随着平滑时长 τ 的增大，该带通滤波器的最大共振频率随之降低。而方差本

身便是对噪声能量强弱的一种评估，因此通过平滑时长 τ 的增加，不同幂律噪声将逐次变

为主导噪声类型，进一步可以顺次分析WFM, FFM, RWFM, FWFM 和 RRFM 等噪声的

能量强弱。式 (13) 和 (14) 分别给出了阿伦方差和哈达玛方差的传递函数
[35]

，其中 H(f) 和

HHa(f) 分别是阿伦方差和哈达玛方差的传递函数，τ 是平滑时长。

|H(f)|2 = 2

[
sin4(πτf)

(πτf)2

]
, (13)

|HHa(f)|2 = 24
[
sin6(πτf)

(πτf)2

]
. (14)

5 方差的分布和等效自由度的确定

阿伦方差和哈达玛方差是频率稳定度评估的主要工具，而这两种工具的本质仍是一种

对方差的估计。方差的估值一般是服从卡方分布，那么对方差估值的误差分析就应当基于卡

方分布而非正态分布。本章主要介绍基于卡方分布的方差估值误差棒的计算。

对于一个平稳过程方差 σ2 的无偏估计 V (σ2 = VE)，其等效自由度 (equivalent degrees

of freedom, EDF) 为：

ν = VEDF =
2(VE)

2

Vvar

. (15)

随机变量 (ν/σ2)V 近似地服从自由度为 ν 的卡方分布 χ2
ν，那么给定的显著性水平 ρ 可以确

定方差估值 σ2 的置信区间为 νV/x2 6 σ2 6 νV/x1 (x1 < x2)。文献 [14] 给出了 VE 和 Vvar

的计算方法：

VE = σ2 = sz(0) , (16)

Vvar =
2

M2

M∑
n1,n2=1

s2z[(n2 − n1)τ ] , (17)
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其中，τ 为平滑时长。自相关函数 sz(t) 由广义自相关函数 (generalized autocovariance,

GACV) sω(t) 表示：

sz(t) = (∆τ∆−τ )
d∆τ∆−τsω(t) , (18)

其中，∆ 为一阶的向后差分算子，d = 2 时为阿伦方差，d = 3 时为哈达玛方差。对于不同

幂律的噪声，sω(t) 不同，表 1 给出了幂律为 2, 1, 0, −1, −2, −3, −4 的广义自相关函数。

表 1 不同能量谱噪声的 sω(t, α)

α 2 1 0 −1 −2 −3 −4

sω(t, α) −|t| t2 ln |t| |t|3 −t4 ln |t| −|t|5 t6 ln |t| |t|7

按照本文第 2 章介绍的方法，可以确定平滑时长 τ 时的主要幂律噪声类型，参考表 1

并借助式 (16) 和式 (17) 可以计算出方差估计的等效自由度 ν，那么该方差的分布函数为：

χ2
ν =

ν · s2

σ2
, (19)

其中，s2 是采样方差，σ2 为真实方差，ν 为等效自由度。给定显著性水平 ρ，双边置信区

间为：

s2 · ν

χ2(ρ, ν)
< σ2 < s2 · ν

χ2(1− ρ, ν)
. (20)

该方法对重叠阿伦方差和重叠哈达玛方差同样适用
[14]

。

基于本章介绍的算法，可以计算阿伦方差和哈达玛方差估值的误差棒。

6 结 论

本文对原子钟频率稳定度分析方法的数学原理进行了简单的介绍。具体包括：原子钟模

型的建立及幂律谱噪声的识别，幂律噪声的仿真及其随机微分方程，常用频率稳定度评估方

法的统一描述形式及其传递函数，常用频率稳定度评估方法的置信区间计算。本文重点介

绍了频率稳定度评估算法的来历和其背后的数学原理。通过本文的综述，可以对原子钟随

机模型和频率稳定度评估算法的构建得到系统且相对深入的认识：(1) 幂律噪声是什么；(2)

最初的原子钟随机模型为何仅涉及五种幂律噪声；(3) 幂律噪声如何鉴别；(4) 幂律噪声如

何通过白噪声生成；(5) 不同频率稳定度评估方法的内在联系；(6) 阿伦方差和哈达玛方差

估值的置信区间如何计算。值得注意的是，本文还同时给出一种包含阿伦方差、哈达玛方

差和更高阶差分方差统一形式。基于本文介绍的相关理论，对于一个原子钟频率稳定度的

完整评估应当包括两部分：(1) 确定一个原子钟振荡器输出频率主要受到何种随机噪声的影

响；(2) 确定影响原子钟频率稳定度的几种主要噪声类型的能量强弱。基于本文介绍的相关

理论，对于相位数据或者频率数据，完整的评估过程应当为：(1) 计算在不同平滑时间下的

阿伦方差、哈达玛方差和改进阿伦方差，并计算方差的置信区间；(2) 计算 Lag 1 自相关函
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数或者 B1 偏差函数，确定不同平滑时长下的主要噪声类型；(3) 基于此完成主要噪声类型

的分析和噪声能量强度分析。
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A Compilation of the Theoretical Fundamentals of Atomic

Clock Frequency Stability Evaluation Methods

MA Yue-xin1,2, TANG Cheng-pan1,2, HU Xiao-gong1

(1. Shanghai Astronomical Observatory, Chinese Academy of Science, Shanghai 200030, China;

2. University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China)

Abstract: The atomic clocks measure time by the stable frequency standard, and the

output signal of the oscillators is easily affected by noise from different sources which makes

the phase deviation between two atomic clocks obeying a continuous power-law random

process. Such stochastic process is not stationary and a typical approach by utilizing a

high-order backward differencing operator can make the process become stationary, and the

commonly used method for assessing the frequency stability in the time domain is based

on this idea. This paper focuses on the mathematical fundamentals behind the method for

assessing the frequency stability of atomic clocks. The power-law noise is actually derived

from the calculus of white noise processes and the different power-law noises correspond

to the different stochastic differential equations. In fact, the simulation of the power-law

noise is also achieved by some differentiations and integrations operating on the white noise

process. This paper first introduces the identification method of different power-law noises

and gives the differential equations corresponding to the power-law noises in conjunction

with some available literatures. Then, the relationships between the different frequency

stability assessment methods and their corresponding transfer functions are presented, and

the calculation method of the confidence intervals is briefly summarized. This paper provides

some insight into the construction of the stochastic model for atomic clocks and methods for

assessing frequency stability in a relatively systematic basis.

Key words: atomic clocks; power-law spectral noise; equivalent degrees of freedom; confi-

dence intervals; unbiased estimates
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