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上海 200030)

摘要：基于流体力学理论对黑洞吸积构建了一个线性扩散模型，为了简化模型，假设粘滞系数 ν

与面密度 Σ 是独立的。对吸积黑洞光变建立了一个随机模型 (OU 过程)，并证明得到这个多维

OU 过程是存在扰动场的扩散模型的解。将 OU 过程应用于光变曲线拟合，结果表明：OU 过程

能很好地拟合光变曲线，有助于进一步了解吸积系统中心结构以及研究光变特性。
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1 引 言

吸积盘是人们对引力能认识不断加深的产物，吸积盘理论是天体物理学重要前沿研究领

域之一，吸积的概念最早可以追溯到康德于 1755 年和拉普拉斯于 1776 年各自独立提出的
关于太阳系起源的星云假说。他们认为，原始星云的引力中心吸引周围物质，最终凝聚成太

阳。早在 20 世纪初，吸积盘理论就被运用到原始太阳星云的形成与演化的研究中，虽然这
之间还存在过很多其他理论，但吸积盘理论在各学派纷争中长期不衰。1973 年，Shakura 和
Sunyaev 联合发表了后来被称之为标准盘的吸积盘模型 (standard disk)

[1]
，此后标准盘在各

种尺度天体上都得到了广泛应用。至今仍有很多天体物理学家从事这方面的研究，标准盘是

一种几何薄光学厚的吸积盘模型，几何薄指的是盘上任意处的垂直向几何厚度 H 远小于该

处到中心天体的距离 r ，即 H/r ¿ 1，同时也意味着盘结构在垂直盘面方向和半径方向上可
以分离探讨；而光学厚则表示任意处的垂直向光学厚度 τ (r) À 1，即光子从盘表面带走能量
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的基本形式为黑体辐射
[2]
。标准盘模型提出之后，吸积盘理论中的一个重要进展就是对径移

过程的理解。人们认识到，吸积盘当中的粘滞产热除了通过本地的辐射，热传导等过程带走

之外，还有可能随着吸积物质的径向运动落入中心天体。在此概念的基础上, Abramowicz 等
人于 1988 年提出了 Slim 盘模型 (H/r ≈ 1)。

X 射线双星是近十几年来天体物理学中很活跃的一个研究领域，X 射线双星是一类辐
射 X 射线，主星为一颗寻常恒星，且子星为黑洞或者中子星的双星系统。一般把 X 射线双星
分为两类，即大质量 X 射线双星 (High Mass X-ray Binary, HMXB) 和小质量 X 射线双星
(Low Mass X-ray Binary, LMXB)。研究表明，黑洞质量吸积率与 X 射线双星的光度、爱丁
顿率等存在一定比例关系

[3]
。

在宇宙中，所有的吸积物质都是以气体云
[4]
形式存在的，如果我们通过统计学研究这

里面的每一个粒子而研究吸积系统结构，那么其复杂度显然是非常巨大的，数学实现上也是

极其困难的，所以我们利用流体力学中的连续性假设理论构建吸积模型。在天体物理学当

中，吸积盘的演化过程主要取决于其角动量与质量的再分布过程，即粘滞过程。Shakura
[5]

与 Lynden
[6]
分别在 1973 年和 1987 提出，在一个恒星周围的 Keplerian 吸积盘中，离中心

天体不同距离的气体星云有着不同的角速度，内层的角速度大于外层的气体星云的角速度，

那么，相邻的两层气体星云就会产生粘滞；粘滞则使得靠内的气体物质减少角动量而旋入黑

洞，使得质量向内移动；粘滞还会导致剪切运动，使得少量物质携带着绝大部分角动量向外

转移
[7, 8]
。本文在前人的研究基础之上构建出粘滞响应扩散模型，为了简化方程，我们只考虑

粘滞系数与面密度相互独立的情况，即当扩散方程是线性的时候，对吸积盘模型引入随机扰

动源，研究此时吸积盘在扰动源的影响下的结构及相关特性；另外，研究表明随机扩散模型

的解可以表示成混合 OU 过程
[9]
的形式。

随着人们对吸积盘机构认识的不断加深，人们对它的兴趣越来越浓，对它的研究工作方

兴未艾。吸积盘模型经过几十年的发展，使人们获得了很多对于宇宙中一些高能现象以及对

于黑洞这种特殊天体结构的认识。吸积盘模型为解释活动星系核辐射、光变及喷流等现象提

供了有利的依据，对了解吸积系统内部中心结构、统一模型的建立以及研究光变所产生的物

理机制有着至关重要的作用。吸积盘结构演化过程以及光变的研究分析能够帮助获得许多关

于活动星系核 (AGN) 和黑洞双星物理机制的重要信息，对于探索活动星系核 (AGN)、黑洞
双星中心结构和能量产生的物理过程具有重大的意义。

2 模型介绍

2.1 连续性方程

在流体力学中，由质量守恒定律得到的控制方程为连续方程
[7]
。体系在流体运动的过程

中质量始终保持不变。设流体空间某一体积为 V0，则该体积流体质量可表示为
∫

ρdV，单位

时间内流体流过该体积界面的面元 dA 的流体质量为 ρυ · dA，其中 ρ 表示流体的密度，矢

量 dA 表示面元的面积大小，方向取面元的法线方向。则单位时间内流出体积 V0 的总质量为
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ρ
∮

υ · dA，然而单位时间体积 V0 内流体质量减少量为 − ∂

∂t

∫
V0ρdV，根据质量守恒定律，

则：− ∂

∂t

∫
ρdV =

∮
ρυ·dA，由于方程对任何体积都成立，所以被积函数为零，最后得到连

续方程
[10−12]

：
∂ρ

∂t
+∇ · (ρυ) = 0 . (1)

2.2 控制方程组在柱坐标中的分量表示式

假设吸积盘是轴对称的，所以在柱坐标下连续方程为：

∂ρ

∂t
+

1
r

∂

∂r
(ρυ

r
r) +

∂

∂z
(ρυz) = 0 . (2)

其中圆柱坐标为 (r, ϕ, z)，υz, υr 分别是 z, r 方向上的分量。

基于我们考虑的是轴对称几何薄吸积盘，即 H/r ¿ 1 所以 υz ¿ υr，即流速在 z

方向上分量远远小于 r 方向上的分量，那么
∂υz

∂z
的值就可以忽略不计。定义面密度为

Σ =
∫ ∞

−∞
ρdz = 2ρH，其中 H 为吸积盘的高度 (即半厚度)。把面密度带入柱坐标下的连续

方程
[2,4]
：

∂Σ

∂t
+

1
r

∂

∂r
(Συrr) = 0 . (3)

同理我们得到柱坐标下动量守恒的控制方程：

ρ

[
∂υϕ

∂t
+

(
υz

∂υϕ

∂z
+ υr

∂υϕ

∂r

)
+

υϕυr

r

]

=
∂

∂z

(
ρν

∂υϕ

∂z

)
+

1
r2

∂

∂r

(
r3ρν

∂

∂r

(υϕ

r

))
.

(4)

对式 (4) 每项中的 ρ 求积分，可得：

Σ

(
∂υϕ

∂t
+ υz

∂υϕ

∂z
+ υr

∂υϕ

∂r
+

υϕυr

r

)
=

∂

∂z

(
Σν

∂υϕ

∂z

)
+

1
r2

∂

∂r

(
Σr3ν

∂

∂r

(υϕ

r

))
. (5)

由于是薄吸积盘，所以忽略
∂υr

∂r
,
∂υϕ

∂z
的项，即

∂υϕ

∂z
=0。由于这种情况下吸积盘满足开

普勒定律，故线速度与角速度以及中心天体质量关系可表示为：

υϕ = rω =
(
GM1/r

)1/2
. (6)

于是式 (5) 转化为：

1
r2

∂

∂r

(
Σr3ν

∂ω

∂r

)
= Σ

(
∂υϕ

∂t
+ υr

∂υϕ

∂r
+

υϕυr

r

)

= Σr
∂ω

∂t
+ Σ

υr

r

(
∂υϕ

∂r
r + υϕ

)

⇐⇒ 1
r

∂

∂r

(
Σr3ν

∂ω

∂r

)
= Σr2 ∂ω

∂t
+ Συr

∂ωr2

∂r
.

(7)
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将方程加一个并减一个 rω
∂

∂r
(Συrr)，把式 (3) 代入得：

1
r

∂

∂r

(
Σr3ν

∂ω

∂r

)
= Σr2 ∂ω

∂t
− rω

∂

∂r
(Συrr) + Συr

∂ωr2

∂r
+ rω

∂

∂r
(Συrr)

= Σr2 ∂ω

∂t
+

∂Σ

∂t
r2ω +

(
Συr

∂ωr2

∂r
+ rω

∂

∂r
(Συrr)

)
.

(8)

对后面括号内分部积分：

1
r

∂

∂r

(
Σr3ν

∂ω

∂r

)
= Σr2 ∂ω

∂t
+

∂Σ

∂t
r2ω+

1
r

∂Συrrωr2

∂r

=
∂ωr2Σ

∂t
+

1
r

∂Συrrωr2

∂r

(9)

⇐⇒ 1
r

∂

∂r

(
Σr3ν

∂ω

∂r

)
=

∂ωr2Σ

∂t
+

1
r

∂Συrrωr2

∂r
.

这样我们已经得到了角动量守恒与质量守恒方程的控制方程组 (3), (9)，可以看到，此时
的控制方程组只与面密度 Σ 以及盘半径和角速度 r, ω 相关，其中 ν 为粘滞系数。

2.3 扩散传播方程

根据开普勒公式 ω =
υΦ

r
=

√
GM

r3
，能量守恒方程 (9) 可化为：

−3
2

1
r

∂

∂r

(
νΣr

1
2

)
=

∂Σ

∂t
r

1
2 +

1
r

∂

∂r

(
rΣυrr

1
2

)

=
∂Σ

∂t
r

1
2 +

1
r

[
∂

∂r
(rΣυr) r

1
2 +

1
2
r

1
2 Συr

]
.

(10)

其中
υΦ

r
即为模型中的

υr

r
。因为

∂Σ

∂t
= −1

r

∂

∂r
(Συrr)，故：

−3
2

1
r

∂

∂r

(
νΣr

1
2

)
=

1
r

[
∂

∂r
(rΣυr) r

1
2 +

1
2
r

1
2 Συr

]
+ r

1
2 (−1

r

∂

∂r
(Συrr))

=
1
2
r−

1
2 Συr

⇐⇒ rΣυr = −r
1
2

∂

∂r

(
νΣr

1
2

)
.

(11)

将式 (11) 代入式 (3)，则得到扩散方程
[4,10,12]

：

∂Σ

∂t
=

3
r

∂

∂r

[
r

1
2

∂

∂r

(
Σr

1
2 ν

)]
. (12)

我们发现，扩散方程可由面密度 Σ 以及盘半径和时间 r, t 等表示。扩散方程对我们研究吸积

盘中心结构以及研究吸积流光变特性有着至关重要的作用。
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2.4 吸积质量方程

径向传输的薄吸积盘的运行来源于吸积盘相邻层的粘滞作用，粘滞产生摩擦，并使得内

层角速度传递给外层。在平稳时，若 vr < 0，则吸积质量
[12]
：

Ṁ = 2πΣvrr . (13)

相应的角动量守恒方程
[13,14]
为：

Σdωr2

dt
= −Σvr

dωr2

dr
=

1
r

d
dr

(
Wrϕr2

)
, (14)

于是得：

Ṁ
d
dr

(
ωr2

)
= 2π

d
dr

(
Wrϕr2

)
, (15)

其中，Ṁ 表示吸积质量，Wrϕ 表示粘度张量。

吸积张量与角速度对半径的导数成反比关系，其定义为：

Wrϕ = −2ηHr
dω

dr
, (16)

其中，η 表示运动粘度并且 η = ρν，ω =

√
GM

r3
。由 (15) 与 (16) 可得到吸积率 Ṁ 与面密

度 Σ 的关系：

Ṁ= 6πr1/2 ∂

∂r

(
Σνr1/2

)
. (17)

将式 (17) 代入扩散方程可得：
∂Σ

∂t
=

1
2πr

∂Ṁ

∂r
. (18)

由此我们发现，吸积率也可以由面密度 Σ、时间 t 以及盘半径 r 表示。这对我们研究吸

积率特性至关重要，对研究中心天体的质量提供了一条新的探索方式。

2.5 混合 OU 过程为随机扩散方程的解

2.5.1 OU 过程及混合 OU 过程

Ornstein-Uhlenbeck Process (OU Process)
[9]
又叫一阶连续自回归过程

[15]
，最初描述粒

子在阻力影响下的布朗运动的速度变化过程，在连续时间上又名随机游走模型。在 OU 过程
中，Xt 必须满足高斯平稳并且是一个马尔科夫链，其定义可由随机微分方程

[16]
表示：

Xt = ω(µ−Xt)dt + ΣdWt , (19)

其中 ω, σ > 0，ω 表示过程的特征频率，µ 表示过程的均值，σ 表示驱动噪声Wt 的幅值。并

可以求得 OU 过程的自相关函数：

R(t) =
σ2

2ω
e−|t|ω . (20)
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Mixtures Ornstein-Uhlenbeck Process (MOU Process) 是多维 OU 过程，其数学表达
式为：

ΨM (t) = µ +
M∑
i=1

κiXi(t) , (21)

其中，Xi(t), · · · , XM (t) 表示一系列 OU 过程，并且其特征频率分别为 ω1, · · · , ωM，相应

的噪声幅值为 σ1, · · · , σM，µ 表示均值，κi, · · · , κM 表示混合权重系数。同理，混合OU 过
程的相关函数为：

RΨ,M (t) =
M∑
i=1

κ2
i Σ

2
i

2ωi

e−|t|ωi , (22)

功率谱为：

PΨ,M (t) =
M∑
i=1

κ2
i Σ

2
i

2π

1
ωi + ω2

. (23)

2.5.2 扩散方程与边界条件

为了研究吸积扰动扩散方程的平稳解，我们令 x = r1/2，χ(x, t) = xνΣ，那么式 (12) 就
可以表示为如下形式

[9,13]
：

∂χ

∂t
=

3ν

4x2

∂2χ

∂x2
. (24)

同理，把变量代换到吸积质量方程，即式 (17)，则 Ṁ 表示为：

Ṁ = 3π
∂χ

∂x
. (25)

我们假设吸积盘扰动只在 rin < r < r0 边界内吸积，其中 r0 表示吸积的外边界，rin 表示吸积

扰动的内边界，并且 rin → 0，故在吸积盘外边界 r0 处吸积率 Ṁ(r0, t) = 0，又因为 rin ¿ r0，

所以在内边界处 Σ = 0，故有：




∂χ

∂x
= 0 , 当 x = r0 = x0

χ = 0 , 当 x = rin → 0
. (26)

式 (24) 就是扩散方程的简化形式，当 ν 与 Σ 相互独立时，则为吸积盘线性扩散方程。

但是式 (24) 只是在理想状况下的扩散方程，即没有考虑吸积盘中其他扰动的影响，而实际上
粒子在吸积盘中的环境是相当复杂的，不仅受到中心天体的引力作用，还会受到喷流辐射和

粘滞力等影响。所以，在研究吸积过程中为了更好地理解粒子在吸积盘中对扰动的反应，我

们将引入扰动源W (x, t)。为了简化模型，我们假设W (x, t) 是布朗运动过程，那么它也是一
个均值为零，参数为 σ(x) 维纳过程，故对任意 0 6 s < t，有

RW (s, t) = σ(x, y)min(s, t) . (27)

在数学上维纳过程可以表示为白噪声的积分形式，所以我们用 ∂W (x, t)/∂t 表示白噪声，那

么引入扰动源后随机扩散方程表示为：
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∂χ

∂t
=

3ν(x)
4x2

∂2χ

∂x2
+

∂W (x, t)
∂t

. (28)

2.5.3 随机扩散方程的解

对式 (24) 采用分离变量法，令 χ(x, t) = X(x)T (t)，我们得到：

X(x)T
′
(t) =

3ν(x)
4x2

X
′′
(x)T (t) . (29)

于是本征方程为：
X
′′
k (x)

Xk(x)
= λk

4x2

3ν(x)
. (30)

其中 Xk(x) 是偏微分方程式 (24) 的本征函数，λk 为本征值。那么由随机偏微分方程知识可

知，式 (28) 的解
[16]
的形式可表示为：

χ(x, t) =
∞∑

k=1

Xk(x)yk(t) , (31)

其中 yk(t) 是一个有待确定的随机过程量。为了计算方便我们假设 σ(x, y) 存在于本征函数
Xk(x) 空间内，所以 σ(x, y) 可由本征函数表示，那么布朗过程

[16]
可由本征函数表示：

W (x, t) =
∞∑

k=1

σkωk(t)Xk(x) . (32)

其中 ωk(t) 是一维独立同分布的布朗运动过程，参数系数 σk 为：

σk
2 =

∫ x0

0

∫ x0

0

4x2

3ν(x)
4y2

3ν(y)
σ(xy)Xk(x)Xk(y)dxdy . (33)

将式 (30), (31),(32) 分别代入式 (26), (28) 可得：

∂
∞∑

k=1

Xk(x)yk(t)

∂t
=

3ν(x)
4x2

∂2

[ ∞∑
k=1

Xk(x)yk(t)
]

∂x2
+

∂
∞∑

k=1

Σkωk(t)Xk(x)

∂t

=⇒
∞∑

k=1

[
Xk(x)

yk(t)
dt

]
=

∞∑
k=1

[−λkXk(x)yk(t)] +
∞∑

k=1

[
Xk(x)σk

dωk(t)
dt

]
.

(34)

于是得到随机微分方程：

dyk(t) = −λkyk(t)dt + σkdωk(t) , (35)

其中 k = 1, 2, 3, · · ·，式 (35) 是一阶连续自回归过程，也叫 OU 过程
[15]
。我们发现方程中

特征值 λk 对应 OU 过程的特征频率 ωk，σk 对应其扰动噪声幅值。初值 yk(0) 为：

yk(0) =
∫ x0

0

4x2

3ν(x)
h0(x)Xk(x)dx , (36)
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其中 h0(x) = χ(x, 0)。

由此可知式 (35) 是一个一维的 OU 过程形式，随机微分方程的解为：

dyk(t) + λkyk(t)dt = σkdωk(t)

⇐⇒eλktdyk(t) + eλktλkyk(t)dt = eλktσkdωk(t)

⇐⇒yk(t) = e−tλkyk(0) + σk

∫ t

0

e(−t−s)λkdωk(t) .

(37)

将上式解代入式 (31)，则可得到随机扩散方程 (式 (28)) 的解：

χ(x, t) =
∞∑

k=1

[
Xk(x)e−tλkyk(0) + σkXk(x)

∫ t

0

e(−t−s)λkdωk(s)
]

. (38)

同理吸积质量则为：

Ṁ = 3π

∞∑
k=1

[
∂Xk(x)

∂x

(
e−tλkyk(0) + σk

∫ t

0

e(−t−s)λkdωk(t)
)]

. (39)

由式 (36) 及 (37) 可知，在扰动源W (x, t) 下扩散方程解可以表示为混合 OU 过程的解
形式，吸积质量 Ṁ 也可表示为混合 OU 过程解的形式，且此时的 OU 过程的特征频率等于
扩散方程的特征值。

2.5.4 OU 过程参数估计

OU 过程的参数我们采用的是极大似然函数估计，且我们加入的扰动源是均值为 0、方
差为 1 的高斯白噪声，所以我们估计得出的X(t) 均值为 bτ，方差为 τσ2/2

[15]
。假设时间序列

为 x1, x2, x3 · · ·xn，相应的观测时间为 t1, t2, t3, · · · , tn，观测误差的方差为 σ2
1 , σ

2
2 , σ

2
3 , · · · , σ2

n，

则参数的似然函数为：

p(x1, x2, x3 · · ·xn |b, τ, σ) =
n∏

i=1

[
2π(Ωi + σ2

i )
]−1/2

exp
{
−1

2
(x̂i − x∗i )
Ωi + σ2

i

}
. (40)

其中标准化后的值 x∗i 为：

x∗i = xi − bτ . (41)

估计值的方差 Ωi 为：

Ω1 =
τσ2

2
. (42)

假设估计初值 x̂1 = 0，则

x̂i = aix̂i−1 +
aiΩi−1

Ωi−1 + σ2
i−1

(x∗i−1 − x̂i−1) . (43)

其中，

ai = e−(ti−ti−1)/τ . (44)
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因此我们参数残差为：

χ ≡ (xi − x∗i )√
Ωi + σ2

i

. (45)

服从标准正态分布，即 χ ∼ N(0, 1)，所以我们可以通过参数残差的分布来看拟合的好坏。

3 分析与应用

本文分析的数据来源于 AGN Watch Web site (http://www.astronomy.ohio-state.edu/
agnwatch/data.html) 分别是 Seyfert Galaxies 光学数据源 NGC 5548、NGC 4151、NGC
7469。主要使用的是 R 波段、光度为 5 100 Å 的数据，对其分别进行 OU 过程拟合，结果如
图 1—3 所示。其中点 (加号) 是原始数据点，实线是OU 过程拟合的曲线。图中可以看出OU
过程能够很好地拟合光变曲线特性。为了验证曲线拟合的效果，我们画出了其相应的残差分

布直方图，如图 4—6 所示，红色的线为标准正态分布。

图 1 NGC 5548 光变曲线拟合图 图 2 NGC 4151 光变曲线拟合图

图 3 NGC 7469 光变曲线拟合图 图 4 NGC 4151 参数残差直方图

图 5 NGC 5548 参数残差直方图 图 6 NGC 7469 参数残差直方图
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由图中可知，光变曲线参数的残差直方图基本与标准正态分布吻合，NGC 4151 的直方
图要比 NGC 5548 的更接近于标准正态，但整体与标准正态是吻合的，由此可以说明 OU 过
程能很好地拟合光变曲线。

4 总 结

我们对上述讨论做如下总结：

(1) 几何薄吸积盘演化过程可以由线性扩散传播模型构建，在基于流体力学连续性假设的基

础上给出了吸积盘扩散模型的详细数学分析，同时根据吸积盘边界给出了扩散模型方

程的边界条件。实际中粘滞系数 ν 与面密度 Σ 是可能相关的，但为简化模型，本文只

研究其相互独立的情况。

(2) 我们给出了在噪声扰动下的随机线性扩散传播模型。没加扰动时的线性扩散模型还是一

个理想化的模型，而实际中的吸积盘是会存在各种扰动的。为了更加深入研究其结构

体系及演化过程，我们加入持续的均值为零的随机扰动源 ∂W (x, t)/∂t，W (x, t) 表示
维纳过程，其中直接对维纳求导是不符合数学逻辑的，但我们忽略数学上的问题，用

∂W (x, t)/∂t 表示噪声过程是可行的。

(3) 我们对黑洞光变建立了一个随机模型 (OU 过程)，并发现混合 OU 过程是扰动下的扩散
传播模型的解。吸积质量可以由 OU 过程以及本征函数关系式表示。扩散方程的本征
值等于 OU 过程的特征频率。混合 OUL 的权重等于本征函数值。

(4) 利用已有的模型我们可以用 OU 过程拟合一定时间尺度的光变曲线波动变化，结果表
明：OU 过程能够很好地拟合出光变曲线，说明我们的模型是可行并且正确的。这为进
一步研究黑洞光变的特性，如功率谱、周期、光变时标，以及这些特性与吸积率、爱丁

顿率、红移、质量等之间的相关性具有重要意义；同时有助于确定天体光变分析的重要

参数，对揭示其背后的物理机制具有重要的意义。但出于篇幅原因我们并没有加入此部

分的研究。
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Studies on Stochastic Model of Accreting Black Holes

DONG Dian-qiao1, WANG Jun-yi1, QIU Hong-bing1,

AN Tao2, FU Jie-lin1, LU Xiang-long1

(1. Key Laboratory of Cognitive Radio and Information Processing, the Ministry of Education, Guilin

University of Electronic Technology, Guilin 541004, China; 2. Shanghai Astronomical Observatory,

Chinese Academy of Sciences, Shanghai 200030, China)

Abstract: In this work we present a linear diffusion model for accreting black holes based on

fluid mechanics theory. We demonstrate the detailed mathematical analysis of the model,

moreover, the boundary conditions of the model are described according to the accretion

disk. For simplicity, the viscosity ν is assumed to be independent of surface density Σ.

We have developed a Ornstein Uhlenbeck (OU) process for the fluctuations in light curves

of accreting black holes and demonstrated that it is a general consequence of the diffusion

processes perturbed by a spatially correlated noise field. In addition, in order to verify the

simulated performance of the OU process, we apply our method to fitting optical light curves

which are derived from AGN Watch Website. The results confirm that: the OU process takes

a good approximation to light curves, which contribute to increasing our understanding of

the structure of quasar accretion system and study the light curves features.

Key words: black hole; accretion disc; linear diffusion; OU process
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