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摘 要

在科学研究中
,

反演方法正受到越来越多的重视
。

其发展速度如此之快
,

以至于几乎所

有的现代计算方法都被用于这一领域
。

本文回顾了日震学中反演方法的发展
,

并对其中的各

种方法进行了比较
。

通过这些讨论
,

我们得到这样的结论 : 日震反演方法对于求解太阳内部

和太阳外层问题都是一个强有力的工具
。

1 前 言

日震学是近十年来在太阳物理领域发展最快的学科之一
,

而其中的反演方法对这一

学科的发展起着举足轻重的作用
。

日震学反演方法使得我们能用观测到的 日震频率来推

知太阳内部的物理参数 (声速
、

角速度和密度等 )
。

由于人类至今还没有办法直接观测太

阳和恒星的内部情况
,

而 日震学反演方法能从观测数据推知太阳内部信息
,

因此它对天

文学的发展有着特殊的意义
。

日震学反演方法可以分为三类 111
。

最简单的一类是实现使

用带可调参数的太阳模型的正演问题
,

这些参数通过拟合理论和观测来校准
,

这一方法

广泛用于 日震学的早期
,

在天文学家用合理的理论解释 日震观测现象的同时
,

也就等于

实现了这种直接反演方法
,

有人 lz] 把这类反演方法叫反演摄动
。

第二类 日震反演方法叫

渐近反演法
,

也称为分析方法
,

这一方法的特点是对模型校准和对下面第三种方法的技

术可以提供更深刻的了解
,

特别是这一方法可以告知哪些参数可以被校准和如何有效处

理数据
。

它还可以推出通过正规技术可能得到什么太阳结构
。

渐近反演方法是相对于 日

震学渐近 w K B 方法而提出的
,

它应用了 c ow l in g 近似 a[]
,

理论上讲只对高阶震动模式

才实用
,

也有人 a[] 经过特殊处理后
,

把它用于中低阶 P 模式震动
。

这一方法主要用于

反演太阳内部声速
,

s hi b ha as hi[
5 ]用这个方法推算了太阳内部密度

。

第三类 日震反演方

法是从地球物理借用的标准反演方法
,

也是目前应用最广泛的方法
,

这是因为它是一种

数值方法
,

便于用计算机进行处理
。

另一个原因是对 日震学而言它是一种现成的方法
,

地球物理学家已比 日震学家早十多年完善了这一方法
。

以下我们就根据这三类方法来回

顾日震反演方法的发展
。

2 发 展 回 顾

太阳震动现象发现于 60 年代初期 0[, 刀
,

但从 1 9 6 0 年到 1 9 70 年这十年间
,

天文学家
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没有找到对这一现象的合理解释
,

绝大部分人在这段时间内认为太阳震动是发生于太阳

表面的某种现象
,

H ar ve y sl[ 把这十年称为 日震学的
“

蒙昧时期
” 。

显然
,

这十年也是 日

震反演方法的
“

蒙昧时期
” ,

因为没有对 日震现象的合理解释
,

也就不可能反演出具有合

理性的太阳参数
。

iu ir hc 和 L ie b ac he
r

等人 0[, ` 0] 于 70 年代初首次提出太阳 5分钟振动是由太阳内部

的共振声波所致
,

从此 日震研究走上正轨
,

较为合理的早期 日震反演结果也随之出现
。

1 9 75 年德国人 D eu b en
r
得到 5 分钟振动观测的诊断图

,

并证明它与 A n do 和 O s

ak ill l ]

用理论计算的太阳 P 模式非径向振动的结果基本上相符
,

这一结果是 日震学研究的一个

里程碑
。

1 9 76 年 B or
o
ke

S
l[ 2 } 提出太阳振动频率的转动分裂

,

这说明在解 日震正演间题

的同时
,

可以直接反演出太阳内部角速度
。

1 9 7 7 年 lU ir hc 巨a] 用声波理论推知太阳对流

层深度
。

1 9 79 年在 uT cs 皿lM[ 召开的一次恒星震动国际会议上
,

约有一半文章是关于 日

震学的
,

而其中有 4 篇涉及反演方法
,

从这些文章可以看出当时的反演结果主要与太阳

对流层深度有关
。

u n on l[ 5 } 和 C ox l0[ } 著作的出版
,

总结了日震正演问题的理论发展
,

它们直到今天仍然是太阳振动理论和 日震反演方法的基础
。

1 9 8 2 年 I A U 第 12 委员会

在意识到 日震观测的重要性之后作出决定 [vl]
:

极力支持 日震观测国际合作网的建立
。

G O N G 和 IRJ S 网则是这一决议的直接结果
。

1 9 8 2 年 D u
va ll[

` s] 首先得到高阶模频率的

核函数
,

渐近反演方法引入 日震研究 ; 同年 G ou g h[
1 9 ] 引进地球物理反演方法

,

他当时

用频率分裂数据来反演太阳内部的角速度
。

这两种方法的引入标志着 日震反演方法的诞

生
。

1 9 8 2 年到 1 9 8 6 年
,

大部分有关 日震反演问题的文章都是关于渐近方法的
,

说明这

一方法在此期间比数值反演方法发展快
,

这也许是因为渐近方法是日震学家自己发展起

来的
。

另一个原因则是当时计算机处理数值问题的能力有限而使得数值方法发展不快
。

G ou g hl l] 在 1 9 8 5 年发表了他著名的日震反演文章
,

该文总结了 日震反演的发展
,

并对反

演方法进行了分类
。

1 9 8 6 年 I A U 第 1 23 次专题讨论会在丹麦举行
,

其主题是
“
日震与星

震
” ,

会议文集 tz0 } 中有不少是关于 日震反演的
。

到此
,

日震学及其反演方法的框架 已基

本定型
。

由 G
o u g hl l] 的文章所总结的反演方法

,

已经得到一些关于太阳内部的有意义的

结果
。

关于声速
,

用不同反演方法得到的结论
,

与标准太阳模型 比较
,

几乎都有类似的结

果
,

即在 性 .0 3 R o 的区域内
,

反演结果与演化模型结果偏差较大
,

在 R 。 全 r > 0
.

3 R 。

的区域内
,

两者则几乎一致
。

从反演得到的其他有用的结论包括 : ( l) 可以排除低氦丰

度太阳模型
;

(2 ) 反演结果倾向于支持太阳的高中微子模型 ;
(3 ) 能提供太阳内部的转

动信息
,

尽管结论还不十分令人满意
,

但它却是目前唯一的手段
。

对渐近反演方法
,

在

1 98 6 年人们已经广泛注意到 D u
va n 相因子随频率的变化

,

用射线理论得到的 L = l + 告
代替 J W K B 方法的 L = 了刃丁丁万来解渐近问题也开始受到重视 !2 ` ]

。

s h ib ha as hil oz]

在这一年提出了声波位和声波长度的概念
,

他用一种新的渐近反演法得到较深处的太阳

声速分布
。

G 模比 P 模更能反映太阳核心的情况
,

这一点早 已被接受
。

1 9 8 6 年出现了

早期的 G 模反演结果 120 1
。

G ab ir el 注意到 G 模的相因子
:

(尹
,

l) 对对流层深度非常敏

感
。

同年
,

在美国新墨西哥州举行了一次关于太阳内部角速度的会议 即 }
,

会上就太阳核

转动角速度是大于还是小于外层角速度这一问题
,

学者们没有得到一致的结论
。

1 9 8 8 年

以来
,

随着 G O N G
、

I R IS 和 SO H O 等地面和空间全球观测网的发展
,

日震学的理论研
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究也十分活跃
。

这一期间日震学反演的重要文章主要是在下面三本文集里 :
Se si m lo o

gy
o f t h e S u n a n d S u n

一

l ike S t a r s ,
I n s id e t h e S u n ,

S o l a r I nt e r i o r a n d iA m o s p h e r e : 除了这三

本文集之外
,

这几年在天文学主要刊物上有关日震学反演方法的文章共有 30 多篇
。

如果

说 1 9 8 6 年前是渐近反演方法发展的时代
,

那么 1 9 8 8 年到现在则是数值反演方法的兴旺

时期
,

这一时期 日震学家们试图就太阳内部角速度找到有说服力的结论
,

尽管至今还没

有成功
,

但日震学数值反演技术在方法和精度上 已有明显的改进
。

虽然这几年反演方法

主要的发展是在数值方法方面
,

但也有一些关于渐近反演的文章 阳
,

24
,

叫
,

其中较有意义

的一个方面是解声波二次渐近的非线性反演问题 sz[ }
,

而另一种提法是如何求解相函数
。

用该方法可得到太阳表面层的信息
。

3 反演基本方法

从上一节的讨论已知
,

日震反演方法到 19 8 5 年已基本定型
,

它由飞速发展的渐近反

演法和现成的数值方法构成
。

我们在这里主要介绍这两种方法的基本思想和数学手段
。

直接反演方法由于是正演间题的副产品
,

本文不想提及
,

尽管由它也可以得到不少有用

的结论
,

但它没有用某种约束条件来限制其结果的不唯一性
,

从这个意义上讲它还不是

我们所说的反演方法
。

3
.

1 渐近反演方法

渐近反演方法取决于本征值问题的正演渐近解
。

太阳非径向绝热振动本征值问题有

两种渐近解 : 一是 s hi b ha as hi 嘟 } 的形式
,

二是 G o u g hl ll 所采用的 L a

mb 的形式
,

由于

大部分渐近反演文献都是采用 G ou hg 的方法
,

这里只讨论这一形式的渐近反演
。

3
.

1
.

1 渐近解

G o u g h 的方法假定本征函数的变化远小于平衡态的变化
,

这一条件当 。 或 l较大时

在太阳的大部分区域都很容易满足
。

在此条件下
,

重力势摄动可以忽略
,

运动方程可以

简化成二阶方程
。

再假设重力 g 和绝热系数 甲均为常量
,

振动方程可写为 :

d Z劝
.

下一万 十 凡 一明 = U

Q r 曰
(1 )

这里护 二 (护 一 。子) /产 + 护 (N Z /护 一 1 ) /产 为波数垂直分量的平方
,

在 护 的表达式中 :

田
一命(` 一 ZH

,

)“ ,

(2 )

H 为密度标高
、 :

2 ,
1 9

、

: v = g气不 一 二 )
f 1 C习

(3 )

为浮力频率的平方
L Z = l ( l + i ) (4 )

护 的表达式为重力声波的局域色散关系
,

所谓局域表示它与太阳半径值 : 有关
。

这里所
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用的渐近方法类似于量子力学的 W K B 近似法
,

由这一方法可导出共振条件 :

厂
2 」 ,

·

丫

大
, 凡 u `

’

一 L“ 十 “ ) 7r (5 )

八
,

2r 为 、 = 0 处的半径值
,

在这两点之间 砂 > 。
。

a 为依赖于 、 和转折点
: 1 , , : 的太

阳平衡态相角
。

上式在 山 较大和较小时的近似很有意义
。

。 大的情况相当于 5 分钟振荡
,

在这种

情况下上转折点
: : 很接近太阳表面 R

,

对 。 》 N l[] 有 :

二 (。 + a )
= F ( , )

尹 In R
0 2

一 Z
a 一 ` (1 一先 )“ , d `n :

(6 )
J 111 子 1 田

这里 二

3
.

1
.

2

= ` / L
, a =

渐近反演

c/ :
。

对高 n 》 9模也有类似结果
。

通过 (6 ) 式解出
a

与
r
的关系称为解渐近反演问题

。

设 F (w) 可微
,

方程 (6 ) 可变
成 A b el 积分方程

,

从而导出 [2刘:

9 r a
.

月 p
r = R e x p [一二 l (切一

2 一 a 一 2

)一
` / 2

举d 。 ]
开 J a o

u 切
(7 )

a 。

是
a

在
r 二 R 时的值

,

下转折点
r l
的值由 F 决定

。

在忽略浮力和临界声频 ` 。

的影响

的条件下
,

对 (6 ) 式取微分可得 lsz }
:

a 。 /口L

口。 /口
n (8 )

2一2
L一公

7T一一

F一叨d一d

这样
,

通过观测的频率对 L 和 拜 的灵敏度 加 /a L 和 a 。 /a 。 可以求出 d侧 d 。
,

再由 (7 )

式求出
a

( r)
,

由此得到太阳内部声速的分布
。

3
.

1
.

3 较差渐近反演

前面的渐近反演方法可以直接求出声速
C

与太阳半径的关系
,

这种反演解虽然不依

赖于其他太阳模型
,

但由不同的数据给出的解之间相差较大
,

特别是在 : 较小时更是如

此
。

为了克服这一困难
,

可用下面介绍的较差渐近反演法
。

在假设摄动量较小的条件下
,

对 (6 )式进行微分可得.

。 , 、

兔
。 L叨 )一

国

d r 占a

— + 7T
—C 田

(9 )
况一

c

2
z 21人

一一2

刁一r
C一召

一
ō .1

R1

大了
一一

、 、

_ _
、

I R
_

尸
、 , , 。

d r _
、

石留
_

. 、 , 、 , 、 _ .

_
、 _ 、 、

_
_ _ . ` .

透里 从勿少= 了 ( 1 一 一不 , 万 )一叼
`

一
,

城叫 一 杯为早位频率差
,

它 司以表示为 :

J r l
叨

` r ` c
一

留

s (叨 )
咎

一 。 (叨 ) + 。 (。 ,

由频率差通过 (1 0) 式可求出 H I (二 )
,

而 lH 与声速的关系为 :

(1 0 )

尹 In R 0 2 天。

1H (叨 ) = l ( i 一 共犷 1 / 2竺
.

a 一 l d In :

一 、 /
,

, 、 。 , ,
`

,
八

J I n r l 田 L

(1 1 )
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反演上式有
:

Z a d

汀 d In r

尹 a

ja
。

(
a Z

一
2

)一“
Z
H ` (叨 )“ 叨 (1 2 )

由此式可求出 况
。

从反演结果来看
,

这种方法误差较小
,

但它的缺点是必须依赖于已知

的太阳模型
。

3
.

2 数值反演

大部分 日震学数值反演方法都借用了地球物理学的数值方法
,

日震学因此而获得不

少有用的结果
,

特别是对太阳内部角速度的分布问题
,

而这一问题至今还没有其他更可

靠的方法来解决
。

我们下面就角速度问题来讨论日震学中的数值反演方法
。

对于球对称层状太阳模型
,

由太阳振动而产生的位移可表示为
:

石(
r ,

艺) = [氛` (
r

)叽饥 (8
,

沪)
,

叭 `
a矶饥 (0

,

沪)
a 8 丛

.

丝坠独〕一
。 一`。 ,

S i n 夕 d价

(气认哟 是球坐标
,

矶饥 是球谐函数
,

` 为模的频率
。

对于球对称非旋转的太阳
,

与 n 夕
l有关

。

当太阳有慢速转动时
,

振动频率会偏离无转动的 。 0川
,

此时有 阳 ]
:

( 1 3 )

。 只

山 = 公。二 z + 饥山 1 0 1

公 1几 l =
片 [(氛

`
.

一 、 `)“ + (石 2 一 2 )。
。 `

]介 (
:

)* (
r

) r Z d r

sj0 (《
: + L Z。。 ` )p r Z d r (1 4 )

侧 )r 为角速度
、

减劝为密度
、

护 = l( +l l)
。

在这里反演间题的提法是 : 如何从频率分

裂值求出太阳内部角速度
。

为了方便
,

我们用一个角标 乞来代替 。 和 l
,

(1 4 ) 式则变成 :

r R

公 “ 一
0j 凡 (

r
)` , (

r
)d

r ` 任 M (1 5 )

凡 ( )r 称为转动核函数
,

M 为模的集合
。

由于每个数据都是 几 的线性函数
,

从这个意

义上讲此问题是线性的
。

以上是角速度反演间题的一般提法
,

下面我们来讨论它的各种

解
。

3
.

2
.

1 最优局域平均法

这种方法由 B ac k u S
和 G i lb er t [30 }1 9 6 8 年提出

,

它是 日震学家广泛使用的一种方法
。

具体做法是 : 对给定的
r 。 构造除了在

r 。 附近之外值都很小的一个函数 侧
: ,

印 ) 其定义

为
:

州
r , r 。 ) = 艺 ic(

r 。 )凡 ()r (1 6 )

K (
r , r 。 ) 满足归一化条件 :

f R 。 , 、 」

oj n L“
, “ o ’ u `

’

一 土 (1 7 )

由 K (
r , r 。 ) 的定义可导出 :

二
、 、

尸 。 , 、

f R 二
, 、 。 / 、 ,

“ ` 、`
’

0 ’ 一
令

七 `、“ 0 ’ “ ` 一 j0 八 又`” `
’

0 ” ` Lr , u 7’ (1 8 )
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双
二。 ) 为 几 在

r o 附近的加权平均值
。

设 叭 ` 的误差为高斯分布
,

其误差协变矩阵为 凡
,

则 页 的标准差为 :

[艺凡 G ( r 。 )q (
r 。 ) ]

` / 2 (1 9 )

如观测数据有相同的标准差 a ,

则凡 二 尹场
,

(1 9 ) 式变为 :

a [艺 [认 (
r 。 ) ]’ ]` /2 一 , A (2 0 )

由上式可知
,

通过反演
,

误差放大系数为 A
。

数值反演的不同方法是用不同手段来选择

(16 ) 式中的 矶 (
r o )

,

使得最后的反演结果在误差放大和核函数的分辨率之间达到合理的

妥协
。

最优局域平均法取以
r o 为中心的单调递增函数 入

: , r 。 ) = 1 2 (
: 一 均 )“ / R

,

定义

K (
r ,

0r ) 的谱为 :

r R
_

r R

S 一

0j [K (
r , r o ) ]

Z J (
r , r “ )d r 一

耳认 q oj 凡 (
r

)价 (
r

) J (
r , r o )d r

(2 ` )
习

在归一化条件下
,

选择适当的 0 值
,

求下式的极小值 :

s 。 o , o + u s`n o艺及 ,认 (
r o ) jC (

r o ) (2 2 )

0值决定了分辨率和误差放大的关系
,

例如
,

取 0二 0 表示不考虑误差放大问题
。

(2 2 )式

中 U 只是 0 的函数
。

3
.

2
.

2 带二阶导数平滑的最小二乘法和谱展开

这一方法的基本思想是 阳=l] 选一系列基函数 竹 (
:

) (j = 1
, …

,

叼
,

构造角速度的估计

值

艺瓦、 , (
r

) (2 3 )

它使得下式取极小 :

双
:

) =

黔
h 一

尤凡 (
r

)而 (
r

)d
r

l
“

(2 4 )

(23 )式中的基函数 螂 通常取为如下的碎片常函数形式 :

1 与 一 1 < r < 与

j = 1
,

…
,

N

0 其他地方

了..夕、 ..、

一一
。

nJ沪

同样
,

为了在误差和分辨率之间找到某种平衡
,

还应有一个调节参数
,

一般做法是在 (2 4 )

式后面加上一平滑 而 的项
,

这样 (24 ) 式变为 :

艺冲
1`

N N

凡 (r) 州
:

)州
2 十 。艺 (艺马刃

、 ) (2 5 )
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反演问题归结为对上式求极小值
,

竹 (
:

)dr
,

对 (25 )式求 瓦 的微分
,

N

。 则是决定误差与分辨率的因子
,

记 B 。 = 甘凡 (r )

令微分结果为零可得 :

艺人
,

瓦 一艺 ( B T )。 ` h

j二 1 乞

(2 6 )

这里 A二 B T B + 户 G T G
,

T 表示矩阵的转置
,

最后有 :

而(
r 。 ) 二 艺矶 (

: o
)田

1` (2 7 )

由此可解出 认 (
r o )

。

与这一方法类似的另一种方法叫谱展开
,

它也是由 B ac k us 和 G il b er t 提出的
,

其基

本思想是 : 对于给定的模
,

频率分裂与正交于核函数的 月 无关
,

即 :

严 n , 、
二

, 、 」 n

j0
’ ` l 、了

’

)八 `、`
’

) u `
’

= U

用前面的符号
,

展开的基函数可选为 叭 = 凡
,

同理可得 :

N

认 (
r o ) = 艺价 (

: 。 ) (B 一` ) , 、

(2 8 )

根据上面的讨论可知
,

由于误差放大和反演不唯一性两个原因
,

日震学反演问题等

价于某种极值问题
,

用计算数学的话来讲就是约束条件下的最优化问题
。

我们将在下面

结合反演结果
,

对各种反演方法进行评述
。

口口 一 ` 1 1 【 1 1 111

;;; :

{{{
\/// 八

一

飞
一

`
「

{
.

{{{、、

一 、 { {
尸 ,

/ 尸备叭 \
L _

厂 \ {黔黔

图 1 声速平方的相对误差
,

图中粗线是由 S
e ik i

的友演法得到
,

而细线则由 G o u g h 的方法求出 !叫

4 反 演 结 果

日震学反演方法近几年的发展很

快
,

其主要原因是由反演方法我们能推

知太阳内部的情况
。

在 日震学之前
,

只有

恒星演化理论能提供太阳的内部结构信
J

息
,

而 日震学反演法可以以其特殊的方式

来校准和改进太阳模型
。

通过振动频率
,

我们已经可以
“

看见
”

太阳内部的层状结

构
、

内部旋转
、

氦丰度
、

密度分布
、

内部

磁场
,

甚至太阳内部随峰年的微小变化
。

根据统计 s[]
,

日震学文章发表量在近几年

每 4 年番一番
,

这几乎比天文学其他领

域用的时间都要短
,

由此可见日震学的发

展速度
,

从观测数据来看
,

现今我们已观

测到几千个太阳振动频率
,

而且精度高达

10 一巾 2 }
,

在这样高的观测精度下
,

就要求

工̀,
ù

巨勺\ǎ。工
。,。虏!。
沪。一

,

)
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有高精度的反演方法来计算太阳的内部

结构
。

由于到现在为止反演的精度要 比

观测数据低两个量级
,

众多文章的目标在

于改进约束条件和算法 以求提高反演精

度
。

由于反演方法的广泛性和太阳震动

数据的增多
,

这几年用 日震反演方法得到

的太阳内部情况是多方面的
,

但其主要焦

点仍然是内部声速和较差旋转问题
。

从绝

对渐近反演得到的太阳内部声速的相对

误差
,

在
: < .0 3 R 和

r > .0 9 R 两个区

域为 5% 一 10 %
,

在其他区域为 1%一2 %
,

这可从图 1 看出
。

图 2 给出的则是较差渐近反演结果
,

... ! ! III

{{{{{

人人 尸一声 \ 火、

_ i}
iii

……了一
丫 川川

O

z勺\飞司

图 2 由较差渐近反演求得的声速平方相对

误差
,

图中 3 条曲线对应不同的太阳模型 [lz]

从图中可以看出其精度远高于绝对反演结果
,

在区域 0
.

2 R < : < 0
.

95 R 内相对误差小于 1 %
。

D iz e

mb ow
s ik[ s3] 用非渐近方法得到的

相对声速平方差也有类似的结果 (见图 3 )
。

较差旋转的结果仍然是各不相同
,

有代表意
义的是 c hr ist en se l l l

~

。 al sg aa dr 等人 牌 } 用各种反演方法得到的结果
。

对于 5 分钟振动
,

他们用三种方法得到的
r > .0 3 R 的角速度基本上一致 (见图 4 )

。

另外
,

他们用高阶 P

模和 f 模数据得出在 0
.

9 60 R < : < 0
.

9 95 R 内的较差旋转分布
。

根据上面的结果
,

无论是

声速还是较差旋转
,

日震反演方法对太阳核心和外层的结论都有明显的不一致性
,

人们

正设法通过 g 模反演和算法的改进来改变这种状况
。

认
卜户户

.

2
.

5

夕 / ( 2 , )
/双H z 2

.

0

一ón

:
目

.1
.

1

广 食
·

、
多之李尸~ 气二丁

田邓双理。.0000

Z勺\zé刁

一 3
.

0 2
1

, .

1

0 0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1
.

0

r/ R

。
`

5

}

一
燕

0
.

。卜
l

二
`

…
, .

…
1

0
.

0 0
.

2 0
.

4 0
.

6 D
.

8 1
.

0

图 3 图中粗线为 D iz e n i b ow
s ik 文章

中求出的结果
,

其他曲线为 G o u g h 等人

的算法的结果 [33 1

图 4 用 =1 1 到 2 0 0 的 8 3 4 个 5 分钟 P 模得

到的 几闰 图
。

旋转
,

(一
·

一一

(
-

一 ) 是由平均核决定的基准

) 表示由最优局域平均法得到的

结果
,

(— ) 表示最小二乘法
,

表示渐近法
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