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关于土卫轨道一轨道共振源

起 源 和 演 化 的 研 究

沈 凯 先 乔 荣 川
�中国科学院决西天文台

，

临渔 �������

提 要

阐述了一种解释轨道一轨道共振起源和演化的主要学说—潮汐演化假说
，

介绍了近年来在

土卫的著名的三个共振对的起源和演化方面国外学者提出的一些理论
，
并指出了这方面研究 尚存

在的不足
。

一
、

引 言

众所周知
，

在土星卫星的运动中存在“ 种特殊的很有研究价值的运动
，

轨道一轨道共振

运动�以下简称轨道共振�
�

已知的卫星中就有�� 个组成 �个共 振 对
，

其 中 �个 共 轨 共振

�����������������
，
�个�� �����共振�这里�为一小整数�和一个 长 期 共 振

�

������

�������简称为 ���一����
、

���������一��������一���
，

�����一�����������一���是三个著

名的研究得最多的共振对
，

它们都属于�尸 ����尸 型共振
，

且因 尸 � �一 尸 “ �
，

故 它 们又都

是所谓一阶共振型
。

研究轨道共振的起源和演化有助于揭示太阳系的起源和演化
，

共振的相对振幅和周期可

用来测定卫星的质量
�

土卫的三个共振对都有其各自的鲜明的运动特征
，

能采用相对简洁的

数学模型求得分析解
，

因此近 ��多年来吸引了不少天文学家致力于对它们的研究
。

尽管作为太阳系的小天体
，

自然卫星和小行星在基本运动特征方面有很 多 相 同 和相似

处
，

但是由于各自的实际背景不尽相同
，

它们的演化机制有很大的不同
。

自然卫星接近主星
，

主星的潮汐力�一种非引力的力
，

由卫星在主星上引起的潮汐产生�和扁率将对共振的演化机

制产生重大影响
，

而在土卫的三个共振对中
，

除 ��
一��可以和小行星一样看作 是 限制性三

体间题
，

其他两对由于卫星的质量彼此是可以比较的
，

在深入研究时
，

它们是些非限制性三

体问题
�

所谓共振
，

即当两个绕同一母行星运转的卫星的平运动比接近两个小的整数 比 时 发 生

的运动现象
。

其数学特征为摄动函数中的某个项�通约项
，

或共振项�振幅增大
，

频率减小
，

以至这一项将在摄动函数中占主宰地位
�

从物理角度则解释为当行星和它的卫星相对位置发

国家自然科学基金和中国科学院天文委员会资助项目
，

����年 ��月 ��日收到
�

盖叩�年�月 �日收到修改稿
，
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生周期性重复
，

其相互摄动将具有同样的周期
，

结果摄动效果将大大增强
，

导致了特殊的运

动特征
。

����年 ���和 ������� “ ’
发表的研究结果表明

，

共振现象是随机产生的 说法
，

很难解

释观察到的共振数比随机产生的共振数多得多的事实
。

自那之后
，

比较一致的看法是需要建

立一种机制来解释太阳系中这一些特殊现象的起源和演化
。

����年 �����
����‘�’首 次 提 出

了一个较为完整的起源理论—潮汐说
，

这一理论成为研究自然卫星共振 的 基 础
。

���� 年

����� ‘“ ’根据半长径在潮汐作用下扩张��
������的假定推导得出 ��

一��共振起源大约在 �
�

�

���粉
�前

。

���������“
，�’
给出了一个分析 ��

一�� 共振运动的数学模型
，

并作了分析求解
。

�����
、

��������‘” ， ” 把 ��一�� 的数学模型归结为一个一维的势阱深度随着时间 变 化的单摆

的运动方程
，

从而讨论了它俘获到共振态的概率
。

�������
�还提出了 ��一

�� 可能被 俘 获 的

五种共振态
，

并且计算了各个共振态的俘获概率
。

���
�� ‘吕，。 ’

用分析理论对共振问 题 作了较

深入的研究
。

�������〔 ‘ 。 ’和 ��������’ ‘ ” 建立了一种数学模型
，

并利用绝热不变原理给出在

不同初始条件下演化过程沟描述
。

本文将就这些工作作一简要的介绍
。

二
、

简化数学模型

建立和求解轨道共振运动方程是一个复杂和困难的数学过程
。

要使深入研究得以进行
，

首先必须寻找和建立一个合适的作为研究共振运动参考的数学模型
，

也就是要简 化 实 际 模

型
。

简化模型时
，

主要 必 需 兼 顾两个方面
�

采用的模型既要能反映出所研究的特定共振系

统的实际运动所呈现的运动特征
，

另一方面又要求其尽量简单
，

使得在其之下能够便于充分

利用现有的数学工具
，

即所用模型既不能太复杂
，

以至无法研究下去
，

又不能太简单
，

使得

所研究的问题与实际背景有一段距离
。

����年 ������
���

〔川最早提出一个简化模型
，

即理想共振模型
。

他对该模型 作 过 明确

定义
�

即哈密顿函数中只包含一个深共振项
，

其余的周期项都为一 般 项����������
。

这 种

理想模型可以给出共振运动的基木特征
，

但也正如他自己指出的
，

大多数实际共 振 问 题 的

背景与理想模型是有较大差异的
。

在 ����
‘ ’ �， ’ ‘ ’

分类中的平均模型也就是一些简化模 型
，

它

包括 ���������数值平均�模型 “ �’ ，

��� ‘ ’ 。 ，

川�分析平均�模型和 ����������理想共振�模型
�

我们认为前两者与第三者是有重要区别的
，

应该把它们归为两个不同类型的简化类型
，

这样

更易于对模型建立的理解
。

理想模型建立在假定研究对象为圆型限制性三休问题上
，

它只包

括一个深共振项
，

故可称为单共振项模型
，

实际上
，

目前土卫研究采用的模型也都是这类模

型
。

��������
，

��� 等人的模型是建立在假定对象为椭圆型限制性三体间题上的
，

它包含了

两个以上的共振项
，

可称为非单共振项模型
。

实际上如果严格研究土卫的共振 运 动
，

应 该

采角非单共 振 项 模 型
，

但数学处理上会遇到相当大的困难
。

有幸的是土星的扁率对土卫运

动有很大影响
，

它导致土卫轨道交点和拱线迅速进动
，

使得采用单共振项简化模型对研究土

卫共振是一个很好的近似
。

土卫模型中的另一重要特征是它包含一个慢变参数
，

这是因为土卫接近土星
，

潮汐力要

影响它们的运动
。

但潮汐演化是一个缓慢的过程
，

慢变量变化很小
，
以至在一个相当长的时
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间里可以合理地用所谓绝热不变原理来研究共振系统的演化
。

其实每个共振问题都是一个特定的问题
，

我们并不能有一个真正的模型
，

它能够适应所

有的情况
。

对不同的研究对象
，

我们自然应选择尽可能接近其真实的实际背景灼模型
，

而土

卫 的三个共振对有着不同的实际背景
。

按 ����� ’ “ ’
给出的摄动函数�展开式为

�

� � 一 艺
��

�从�

口么

��鱼、 ，犷
，

一
，，�’ ，孟一

忍” � ’�
�
口，‘ �

�
“ ‘ ’ “�� 甲

����

甲 二 ��一 ��
，� �，�入

，一 ��一 ��
�� 口��入

�一 ��一 � 一 ��，
��

，� ��一 优 一 ��
�
��

�一 �，肠 �� ��击�

假定 ���� ，，

� 是含
�，
��

�，

时
，

蛇
，

月
，

此 的级数
，

其最低阶项为 ���
�

��
�
�
考，

此展开

式有一重要特征
，

即 。 的系数与 � 的最低次幂相等
，

� 的系数与 �的最低次幂相等
�

�卜��

的共振项的共振变量是 �久‘ ��久
� � �，�

而 ��一��则为 入，� �入� � 击 �，

它们相应的系 数 都 是

���
‘ �

，

故其单共振项简化模型为
�
型共振模型

。

��一�� 的共振变量为 公
，� �入

� � �
�� �� ，

其

相应系数是 ���
�，

���
，

因 而为 工型共振模型
。

��。 �
��

���“ “ ’在研究 ��一��
共振时曾提出一个多共振项模型

，

即含多个不同的共振项
，

但 ���������并未去数学求解含两个以上共振项的共振运动
，

而是假定系统总 角 动量相对

土星为常数
，

重新选择参考面
，

再将多共振项问题仍归化为单共振项模型
。

���� ‘ ’ 。 ’则 提 出

虽然采用单共振项模型对分析现存土卫共振运动的基本特征和结构是合理的
，

但在探讨它们

的起源和演化时
，

这样的模型未必合理
�

他认为对模型进一步修正在描 述 ��一��和 ��一��

的演化时是需要的
，

对前者至少需包括共振变量的某些高次谐振项
，

对后者几乎肯定要包括

在 �������� � 内的能耗
，

只有 ��一�� 共振仅用单共振项模型描述尚是合理的
。

三
、

共振起源的潮汐说

研究自然卫星共振轨道的起源和演化涉及很多问题
�

这些共振轨道是在太阳系形成时一

开始就存在的
，

还是以后由某种机制演化形成的
。

如果是后者
，

它们又是什么时候形成的和怎

样形成的
。

对自然卫星
，

存在着俘获的可能
，

那么在什么样的初始条件下才有可能俘获
，

俘

获的概率是多少
。

共振形成后
，

它是否能持续下去
，

而稳定的机制又是什么
�

����年 ���和 ������� ‘ “ �’
审视了太阳系中 ��对行星和卫星的平运动比

。

�弱石
【 ‘ ’
年又

研究了木星与太阳
、

土星卫星等的通约
，

他们得出
，

观察到的太阳系中的共振对数
，

显然比

由作随机分布假定可能的数要多
，

卫星共振对的平运动分布呈现一个向 姚��
，
严 格 通约偏靠

的趋势
，

这表明共振轨道显然不是在太阳系形成初始时随机存在的
，

而是由一种机制使许多

原先处在非共振态的卫星逐渐演化到共振态
。

���� 年 ����曾在私人通信中提出由潮汐作用

形成共振轨道的设想
。

����年 ���������‘�’则首次提出了一个较完整的理论—潮汐说
，

阐

明了共振形成的一种可能的机制
，

为以后自然卫星共振起源和演化的研究奠定了基础
。

其主

要内容可作如下概括
�

�
�

由卫星引力引起的母行星的潮汐对卫星产生的潮汐力矩导致卫星的平运动
，

在 与太

阳系相当的时间�如 ��亿年�里发生明显的变化
，
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由潮汐作用导致的卫星平运动速率的变化为

展 ��卷

旦卫二
� �丝

�

竺趣丫丑、�久
�� � 、�八 � � �

这里�是土星的赤道半径
，

�为潮汐耗散因子
，

它定义为一个周期内贮 存 的 最 大 能 量 的

�二 倍除以在同周期内的能耗
�

���������给出了几个行星�值的上下界
，

对土星 ��一�����’

����
�

����
屯�

土卫平运动潮汐变化数学式有 ��
�。 � ���〔�任���乙������“ ��，，

� 是平运 动

自 �。
时起以来的时间

，

�二 ���
�。
�“ �。

���������‘�‘ ’给出太阳系所有卫星 的 �屯���
。

以 ��� �，

为例
，

�之��矛二�
�

����
一 “ ·

��
一 ‘ ，

则由上式可估出在与太阳系相当的时间里��，。 二�
�

��
，

因此

��� �，是有可能演化成一个共振星的
。

�
�

各卫星由潮汐力引起的平运动变化是彼此独立的
，

依赖于卫星的质量和 与 主星的距

离
。

不同卫星平运动的变化速率不同
，

其比值随时间变化
，

这样它们就
。

有可能演变为通约关

系
。

泊松定理称
，

在只有卫星相互引力存在的条件下
，

至少在一
、

二阶摄动里半长径没有长

期项
，

也即平运动没有长期项
，

这意味着泊松定理保证了在卫星的演化过程中相互引力对它

们的演化是没有影响的
，

唯一的影响来自潮汐力
，

因此卫星是彼此独立地各自演化
。

�
�

一但共振形成后
，

在潮汐力的作用下
，

共振状态或保持下去或遭破坏
。

����� ����以 ��一��为例讨论了共振保持的可能
。

他把问题简化为圆型限 制 性 三体问

题
，

而后作了一个初步的一阶解的推导
，

得出在受迫偏心率 ‘ �《 �的条件下
，

���
随 着 接近

， ，

一�
�

�。 � �一
� �二 ，

� �
，

� �
��

。

�” �
，、 ，二 �

、 、 ， 、 。 � ， 、 ，

一�
，、 、 ， ，， ，

�

共振� �，�一 ，，� 牛岛拳，� �而增加
，

导致��理兴趾一弓牛
、

�将持续减小
。

这样随着接近共振
，

�丈 刀叭 、 “ �’� ” ‘

��
“ �

‘
川 ‘ 州 月 “ ’ 、 �

��
“ �� �� �

一，” “ “
�

�
鞠，� ” �

」下一侧 扒�
� 凡

一
’

潮汐力的作用将持续减小
，

共振得以维持
。

�
�

共振稳定的必要条件是卫星间的引力足够大
，

能以维持通约关系所必需 的 方式将主

星的角动量转移给卫星系统
。

角动量必须由主星转移给卫星系统似乎与半长径不变的泊松定

理相违背
，

但 ��������� 指出泊松定理是就 � 中的长期项而言的
，

而在卫星通约的稳定机制

中
，

导致角动量长期转移的是周期项
，

只不过此周期项为共振项
，

它们的周期相当长
。

�����。 ���的潮汐理论可以适用于大多数近主星的卫星
，

在他之后的众多学 者的研究
，

则针对各个具体的共振问题进行了更深入的探讨
。

四
、

对土卫三共振对的研究

�
�

�����一��������

��一��为 ���共振
，

振动中心为外卫星����������的远心点
，

振幅为��
’ ，

这 对 共振

运动是土卫三共振对中唯一典型的限制性三体题
，

因为有 �。 ，《 杨
，，
由于这对卫 星 离 主星

较远
，

究竟潮汐作用在它们的演化中能否起有意义的影响尚还有不同的看法
。

���� 年 ���������“ ’对这对共振星的运动和演化作了分析求解
。

他假定了问 题 为圆型

限制性三体问题
，

即设 ��� ��“ �
， �，� �

，

又认为 �� 足够小
，

故他所取模型为小偏 心率单共

振项模型
，

摄动函数�简化为 �。 ，
�加

�〔从��� 氏�������甲〕 ，

这里 � 二 。 ，
��

�，

�� ��为拉普
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拉斯系数
�

共振变量 甲三�入�一 �入
�一 击�。

利用拉格朗 日方程可得
�

中一 �
一

�

一�若�
一 ������

���
���印

对拉格朗 日方程作无量纲变换
�

一��
一�，

，

林

一 ‘� �， · � ·�，

一
�一

得无量纲的三组方程

�
� � 。 � �� 、 � �� ��

� � 一 气二协“ ‘ 、 “ 户岛 ���甲
�

八� ��件����称����甲 一 ���

二 � � 。 ��、 二 �。 ， 一 、 。
� �

甲 � 任刀 一 � 一 吸石二 �卜“ ‘ 、 �‘ �勺�。 甲
、 乙仁，

第二式右端第二项即是潮 汐 力 凡
�

扁祭一欲影���合
，

因外卫星又，���远
，

潮汐

。 �吕 ��户

图 � �
，
二�时的相轨迹

力对它影响可忽略
，

故这里的 �
�

不含 。 �。

���������在先假定无潮汐力即 尸
� � �的情况 下

，

推得一个 � 的四次方程 一 ����甲 � ��北
。
��

， 一 ��� �。 ，

积

分常数 �。
由初始条件 �。 ，

�。
确定

，
�。
是与系统接近 共

振程度有关的常数
。

在由上式解得相轨迹后
，

���������

得出如下结论
�

���对于小偏心率 �。 ，

轨迹为一个 圆
，

如 图 � 中

刃
、

�
、

�
�

包含源点在内的圆
，

如 � 对应圆运动
，

而原

点在圆外的则对应振动
，

如 �
、

�
�
图中 �的振动中 心

为 二 ，

� 则为 �
。

�
、

� 上的平运动
�
均是常数

。

�幻 对相对大偏心率
� 。 ，

轨迹变形为豆状或弯月形闭合曲线
。

如图 �
、

�
，

其振 动 中 心

也是 “ �

由于 ������
�

��
，

所以实际上不可能有相对 印 � �的振动存在
，

也就是 说共振是相

对 �������� 的远心点
。

在引入潮汐力 �
�
之后

，

上述解的原先的对称闭合就不再能保持
。

但由于潮 汐 力终是小

量
，

其影响可作为摄动处理
，

原先轨道摄动计算中的参数变易法在此仍可采用
，

即求解确定

每个圆的参数��
。 ，

叱。
�在潮汐力作用下的缓慢变化

，

�������花 由此得到一些结果
�

��� 系统原先处在非共振态
，

如相空间中的圆 �
，

在潮汐力的作用下向左移动
。

演变成振

动态 �
，

以后逐渐变形成豆状
，

达到如图中的 �
、

刀
。

���� 演化的特征与�无关
，

但演化的速率与�成正比
。

�����演化的周期开始时迅速增加
，

到一定时候跟着一个急剧下降
，

这是因为开始阶段是

小
�
机制

， � 的增加减弱了共振恢复机制
，

到一定时候大
�
机制占主导

，

进一步增大 � ，

就

加强了通约的恢复机制
，

共振周期迅速减小
�

���� 此共振的振幅并不像单摆运动那样随时间有明显减小
，

因此我们不能指望由它们的
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振幅变化去估算共振的年龄
。

����
��

���的模型得到一些 ��一�� 的起源和演化的基本特征
，

但正如他自己 指 出的
，

模型与实际是有距离的
。

若 ��
�
是如此大以至模型假定它足够小而只取

� 的最低次项是否合

理值得怀疑
，

舜
，� �

�

�劝
，

模型将它看作圆轨道也是不合适的
�

����年 ���������认为
，

这对共振潮汐力可能太小
，

不足以引起重要的演化
。

��������

也提出 ����� 对 �������� 的摄动足以抵消潮汐力的影响
，

到目前为止
，

还没有一种机制能

给出满意的解释
，

只得出共振阻止了两星不断靠近
，

防止了 �������� 轨道招致灾难 性的突

变
。

目前一些学者还在继续采用不同的方法求共振解
。

��������� 和 ��������
� ‘�台’ 在仍取

圆型限制性问题的假设下
，

考虑土星的扁率求得 ��一�� 的一个新的分析共振解
，

并称由此

得到 ����
���� 的所有演化特征

。

�����
� ” 。 �则推得了一种半数值展开的方法

，

这种方 法能

很好给出 ��一��和 ��一�
�
共振的主要共振项

。

据介绍
，

他也由此得到 ��一�� 的一些演

化特征
。

�
�

���������一�����

��一�� 为 ���共振
，

振动中心为内卫星�����
�������的近心点

，

振幅为 �
’ �

�
，

这 对卫星

的质量是彼此可以比较的
，

因此严格处理时
，

它们应是非限制性问题
。

两星中大质量是外卫

星
，

小质量星是内卫星
，

这就需要确定是外卫星还是内卫星在潮汐演化中占主导地位
，

也就

是要确定是 �
���

，

或 �
���

�

分析表明
，

对 �
���

，

共振中心应是内卫星的近星 点
，

而对

����
，

共振中心应是外卫星的远心点
�

显然对 ��一��应是 �
���

，

故应是内卫星占主导地位
。

���� 年 �����
��� 【�，对 ��一��的起源和演化作了较详细的研究

�

首先他引入了 四个新的

变量 �� �一 �住 一 入
‘
�

，

�‘ � �
‘ 一 以 一 入

，
�

，
印 � �� �一 �住 一 入

�
�

，
甲‘ � �

‘ � �‘ 一 住 一 入
，
��这 里

叮
”

表示外卫星�
，

然后把摄动函数展开式中的一些主要项的幅角表示成新 变 量 和�入一 丫�

的组合
�

他指出只有五种组合有可能成为相应深共振项的共振变量
�

它们是 丫
，
甲 �可

，
甲

，

�
，

印
�

他称之为五种共振态
。

这些共振变量变率为
�

�一 �
�‘ 一 ， 一

击
，

�
‘ 一 。�‘ 一 。 一

后
，

�中一 ��‘ 一 。 。 一 。点
， 。��‘ 一 、 �‘ 一 �。 一 。 。 ‘

中� 中
尹 � ��， 一 �� 一 口 一 �

，

由于扁率的作用
，

�和有 � 较大的进动
�

������

后一点
一 ���’

·

��
一 ，，

������
�

分
�

一点
‘ 一 ��二 ��

一 ‘ ，
����������击一点

� ���二 ��
一 ，，

���� 。 �

击
‘

一点
‘ 一 ��二 ��

一 ，�

这样 上

述变量的频率被明显分开
，

含上述变量的项不太可能同时成为深共振项
。

潮汐作用只是改变

肠
‘ 一 八

，

于是在潮汐作用下含五种共振变量的项就会按上述的顺序逐个成为深共振项
，

也 就

是说系统在演化过程中顺次通过五种共振态
。

�������
�
还认为如果系统被某个共振态所俘获

，

它就将持久留在那里
，

因此系统 目前所在的状 态 必 是 最 后 被 俘获的状 态
�

�������� ����

年
，
����年

‘已，“ ’
的工作就在于解释 ��一��是怎样避免前四种共振态的俘获到达目前的 �共振

态的
，

他的重要贡献在于采用了对单摆运动方程数值求解的方法�将在 ��一�� 中简 要 介绍�

分别求得前四种状态避免俘获的概率
，

对 甲共振 是 �
�

��
，
印 � 甲‘

是 �
�

��
，

斌 是 �
�

钧
，

印

是。 ，

��
，

此外
，
��解����还探讨了在不同初始条件下的演化

，

他给 出 了 一 个初 始
�。 的 极
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�

关于土卫轨道一轨道共振起源和演化的研究 ���

值��’ � �
�

���
。

目前 ���
������ 的 � ��

�

��
矛

拱�小于此值
，

因此它俘到 �状态是必然的
�

���
�年 ��

��‘川 提出 。 中含有共振项的贡献 部分
，

击��
。 � ，。

���嘿午��
《 ，“ ，一 ，，

对
占口 ‘ �

甲
‘ ” “ ‘

�川 一 ”
一

口 门 了 ， 刀钱岁
� 目 “ � “ 侧

、 尸 尸 �� ’
一 “ � 一 “ ’

一
’

�
�产

�，�共振 � � �
，

女几果 �。
太小

，

则认
�。

可能会很大且是负值 �����
，

故系统演化时首先就进

入 �共振态
，

这样自然没有进入其他四种共振态的可能
�

��一�� 的另一重要特征是共振振幅很小
，

这意味着系统或者曾有相当典 型 的 随机初始

条件
，

或者存在某种机制驱使振幅减小至 目前值
。

但 �������
�
认 为

，

与 ����� 在 研 究 �卜

�� 时将振幅减小归于潮汐力所致不同
，

对 ��一��潮汐力不太可能在太阳系存在的时间里将

其振幅减小到 目前这样小
，

很可能共振俘获和以后的振幅减小都是相同原因所致
，

即在潮汐

力和共振效应的联合作用下轨道倾角或偏心率长期增加的结果
。

�
�

�����一������

��一�� 也是 ���型共振
，

振动中心为两卫星轨道升交点的中点
，

振幅为 ��
’ 。

它是土卫

中也是太阳系中唯一倾角 工型共振
，

用经典理论解释

其演化机制遇到不少困 难
。

����� ‘�’ ，

���������
“ ，都

通过对 共 振 变 量 冲三甲 � 了 � �入
� 一 �入，一 ��一 �，

的

时间微分得到一个类似于粒子位于一个一维势阱
，

而

阱深随时间增加的运动方程
�

宁冲
� 一 丸����甲 ��冲�� � ��卜会了

�
�

式中 北为常数
，

� 二 八一 �粼��为潮汐 力
，
� 为

势阱深度
，

是时间的函数
，

即势阱深度随时间增加
�

初始时粒子作圆运动
，

由于潮汐力为负
，

每完成一周

冲减小 △译��二����
，

见图 ��
。

当 协
“ 二 �时

，

粒子不再

前进而要改变方向
，

这时粒子 通 过 非 稳 定 平 衡 点

�币� 二 附近�
。

如图示
，

粒子在改变方向前后的 最 近

图 � 受外力距作用一类单摆运动的护、 价
图

。

曲线为时间不对称
， �

讨是摆方

向改变前最后一次摆顶 点 �不平 衡

点�时的动能
，
乙功�是最大可能值

，

�价是变向后再次过顶点时动能的变
化

。

如 。少�叔则俘获发生
�

一圈两次过极小值时 伞
“
有个差 各伞

“ ，

这是由阱深增加引起的
。

如果 乙币
“
�币全

，

场
“
将再次为

�
，

于是振动开始
，

粒子进入振动状态
。

假定 译全在 �至 △币�之 间任何值都是等 概 率 的
，

也即初始有随机的能量
，

则粒子俘获概率为 护币�△译“ �

������计 ‘。 ’ 通 过 对 伞的 各种初始条

件进行数值积分
，

求得对 ��一�
� 的 �� �丫 共 振 有 各场� �

�

�△伞关系式 ，

从而 俘 获 概 率 为

�
�

��
，

同样可求得对 �甲 共振为 �
�

���

���� 年 ����� 「’ 。 ，估算了共振形成的年龄大约是 �
�

�� ������ ，

远小于太阳系形成的年龄
�

他由两个途径进行推算
�

��� 由卫星的黄 径 振 幅 比 纵
，�己入

�
和 �����求 得 质 量 比 件�衅 �

��
�

��
，

根据判别式 林�川��可�，�‘ “��� 二 加
�

��确定�为负值
，

并判定 在 共 振 存 在 期 间 有

�����
，

��
‘
���大于 �

。

从 �
、

�， 的目前值按时间反推到 �或 �， 为 �
，

由此得到一个共振年龄的

上限 �
�

�� �����
�

��� 求得在共振期间振幅 甲二 随 � 的变化
。

取 目前的初始值 印。 二 ��
’ �

��
，

�二 �
� �

����
，

�， 二 ����盯 按时间积分反推求得 印。 达到 ���
’

为止
，

这样可得共振 形成年龄

约为�
，

�����
，��

。
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五
、

��模型和它的演化描述

���� 年 ��咐 ���和 �������� 【 ‘ 。 ’
提出了一种简化模型

，

他们称之为第二类基本共振模

型
，

其实这也是一个单共振模型
�

但 ��
�����等由这个模型得到的演化相平面可 使 一个复

杂的演化过程的描述大大简化
，

并可得到一些有用的结果
。

�������给出的 哈 密 尔 顿 为 � � 一 △�� �
“ 一 �了面� ���印

， △二 ��� 十 扔
，

剐 � �

�《 努犷、“ 冬一 �
，

其中 。 一 ��’ 斌
一 ���幼 。 �� 、 ��、

， 、 ，

�是小整数
， 。 表征了轨道 的 共 振

、 ���忿� 一 ，

一
’ 一’ 、 ‘ 一 ‘ ’ ‘

一
’ 一 ‘ ’ ‘

”
‘ ’

一
‘

一一
、

”
�

一
� � �

�

一
� �

深度
，

它是模型中唯一的慢变量
， � 与振动恢复力相关

，

日接近 �
。

������� 指出
， ‘ 、

�

与 � 相比可近似看作为常数是应用 ��模型的必要条件
，

因此有 各��� ，
乙的变化主要来自 潮

乙二 一�� 刁二�

图 �

图 �

二体轨道共振的一组典型的等

位线
�

图中给出正负圆运动和

振动运动相应曲线以及作为分

界的临界线���稗�������

图 � 二体共振等位线潮汐演化描述
�

图中对一特定轨迹包围的面

积�斜线区�由初始条件确定
，

且是一守恒的作用量
。

演化图

给出了自动俘获过程

瓤瓤 腐腐赢 磷磷
缪缪 性性缪 哩哩

���二��� �二 ���

孰孰 裤裤瓢 卢卢

与图 �类同的演化
�

不同处在于初始的 已大
，

临界线形成在达到共振之前
，
这里的俘获是概率的乙，�

生态变时
，

作用量有一个跃变
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汐力的乍用
，

这样轨道随 各的变化显然表示了轨道在潮汐力作用下的演化
。

令 二 � 训厄刀一�����
，
夕� 侧

‘

丽飞��甲

上式变 为 、
一瓮

， 。 �

鉴
平衡点由 ����二 二 ����夕 � �得出

，

它们是 护 一 △� 一 �� �，
夕� �的 根

�

对 ����△�
��上式没有负根

，

只有一个正实根
，

而对 乙���△���则有两个负实根和一个正 实 根 。

图 �

给出当 么� �的一组典型的等位线
，

图中一条临界线把圆运动和振动分开
。

�变 化时
，

严格

地说上述等位线不再闭合
，

但由于 乙变化是很缓慢的
，

实际轨迹非常接近相图中 △为常数的
闭合曲线

，

��
�����由此引入所谓绝热不变原理

，

即在 △变化很缓慢时 ，

由轨迹包围的面积

在相当长的时间段里可以认为是不变的 ��������在文献 〔��〕中第 �节对这个原理有明确的

定义 ，·

以积分式表示为 ‘ �

歹
�“ 、 一

歹
二 “，。

面积不变原理不适用的唯一例夕卜发生在当轨道

穿过临界线时
，

这时由于相点在临界线上渐近趋于不稳定平衡点
，

其周期将是无限的
，

经典

的定理不再适用
，

演化的这一刻叫做态变���
�
��������

，

在这以后进一步演化时
，

面 积仍然

不变
，

只是保持在一个新的常数上
。

。

二 �山
� � 。 。 。

� 二 咋 � 一 么 月 � 十 一、 二
一 汀晰 一 �月 ， � �

��

潮汐力�对这三个共振对都是负值
，

故 ���
�
� 和 各反号

，

则 乞��
，

即在 演 化 过程中

乙应是增加的
。

图 �和图 �给出两组相平面演化图
，

图中 乙都是增加的
，

不同的是初始条件不

同
。

第一组相应于初始轨迹具有小偏心率
，

第二组相应于大偏心率
，

乙� ��△二 �� 时 图 中出

现临界线
。

由这两组演化图很易得出在不同初始条件下的演化结局
。

如初始轨迹所围面积小

于 △ 二 �时的临界线下所围面积
，

轨道必然 自动俘获到共振态
，

反之
，

则演化结局 有两种可

能
�

或进入内外临界线包围的面积内
，

即俘获发生
�
或进入内临界线内成为圆运动

，

即发生

逃逸��������
，

后者的俘获就是概率的
。

�������并由此还得出一些有价值的结果
�

�
�

给出一个与初始偏心率
�。
的判别式 �

概率的
�

� �
�吸一一不一�

，
�斌 卜口工、命�

�‘�俘获是自“ 的
，

否则便是

�
�

估算了一些共振对的年龄
。

如对 ��一��
，

代入已知的参数值
，

算出 � ，

日
， 。 ，

求得 乙� 一

�
�

�
，

这表明 ��一��目 前 处 在 临界线出现之前的位置
，

再求得这之前轨迹刚通过 原点时
，

也即共振刚形成时的 各� 一 ��
�

�
，

由此可求出 △� �

共振的年龄 � � �△��丘�，
�可按 前式算

出
，

取 ���������的�值
，

最后可求得此共振的年龄约为 �
�

����
�

�
�

给出新的求俘获概率的公式�略�
�

六
、

结 束 语

综观所述
，

近年来在土卫共振起源和演化方面巳作了许多研究
，

一种理论—潮汐说正在

建立
，

但已作的研究还是初步的
，

理论也不够完善
。

譬如到目前的研
’

究中
，

正如 ���� 指出的
，

在简化模型方面
，

仅采用单共振项模型是不够的
，

而把非限制性问题看作限制性三体问题也

不尽合理
�

另外对共振稳定机制的研究也未见做出令人信服的工作
，

然而
，

毕竟对这一问题

的研究
，

先行者已奠定了一些基础
�
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