
第 �卷 第 �期

����年 �月

天 文 学 进 展
�������� �� ���������

���
�

�
，

���
� ，

��
�

�

����

天体力学中的数值积分方法

张 捷 何妙福

�中国科学院上海天文台�

提 要

本文综述了天体力学中所应用的数值积分方法及其结果的精度检验方法
，
并介绍了数种常用

数值积分法的计算软件包
。

一
、

引 言

天体力学的数值积分方法就是应用常微分方程的数值积分求解天体的运动方程
，

即从已

知天体坐标或轨道要素的初始值组出发
，

逐步递推计算出运动方程的右函数在若干组自变量

上的值
，

最后得到夭体在任意时刻的具体位置
。

它的特点是计算公式简单
、

通用
，

而且计算过

程是多次重复进行
，

所得结果能达到很高精度
�

对于复杂的天体运动方程求解
，

例如小行星

或彗星�尤其是轨道偏心率和交角较大者�在九大行星摄动下的精确运动
，

人造地球卫星在多

种摄动因素影响下的精密定轨等这些较难用分析方法解决的问题
，

均广泛求助于数值方法
�

���� 年
，

在预报哈雷彗星回归中首次使用的 ������方法就沿用至今
。

数值积分方法是天体

力学研究中一种重要手段
，

得到了十分广泛的应用
。

二
、

重要的数值积分法

天体力学中的数值积分方法是在不断改进和发展的
，

但总括起来可分为两大群 〔 ‘��

法和单步法
�

而单步法又可分成 ����
�一����� 型

，

������ 型和外推型三种
。

�
�

多步法

��� 对于一阶常微分方程组的初值问题
�

令
一��二

，，�
， 二�，。�一 �

其中 ‘ 和 �都是矢量
，

令

�
。 � �。 � ��

，

�
。 ����

， ，
�
，
�

”
为整数

，
�为步长

，
二 ，

表示 二��
。
�的近似值

。

于是求解方程���的线性多步法的一般形式为�“ ��

����年 �月��日收到
。

多步

���

���
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艺
� ，二 。 �，� �� 日

，
�

。 十，

���

���

其中 �，，

氏��’ 二 �
，

�
， …幼为常数

，

且通常设 � 、 二 �
，

��
。

卜 �日
。
���

。

如果 日
。 � �

，

该式称 为

显积分式或预估式
�

如果 日
、 斗�

，

该式称为隐积分或校正式
。

又如果���式所得近似解的局部

截断误差等于 尸
十 ’
阶

，

则称此线性多步法是 �阶的
。

显然
，

阶数标示了线性多步法的精度
。

当在���式中取 � � 一 ，� 一 �
， �，� �

，

�二 �
，
�

，…瓦一 �时
，

便得到了����
�型数值积分法

。

它由显式 ����
�一��������� 公式和隐式�����一�������公式组合而成

，

其阶数等于需估值

的 �的个数
，

而且隐式的截断误差虽与显式的截断误差同阶
，

但前者比后者少
。

��� 对于如下二阶常微分方程组的初值问题
�

��义
， ‘ � ‘ 。

�戈��
�

�
气争

� 八二
�

��
�

���
�

�� 邑
�

上共子址 � 月 ���
��� 一 � 、 内

， 乡 产 ，
内 、 卜 �产 一 � ’

�� 一 ”

其中右函数 �不含 �二���
、

其数值积分的线性多步法的一般形式为
�

乙
� ，二 。 ，，� �

�

艺 日
��

。 �，
���

夕� � 少一 �

通常也取 � 、 二 �
，

��
。
�十 旧

。
���

。

如果�励式的局部截断误差是 �，
� “
阶的

，

则称�句式为 �阶

线性多步法
。

当在���式中取�卜 ，� 一 �
，
� 。 一 � � �

，
�，� �

，

�� �
，
�

，…瓦一 �时
，

便得到 ������型数值

积分法
。

它由显式 �������
公式和隐式 ������公式组成

，

其阶数也等于需估值的 �的个数
，

而且对于二 阶以上 的线性 多步法
，

其隐式的局部截 断误差也比显 式的局部截 断 误差少
。

������ 〔��曾给出最适合计算机运算的 �������公式
。

���对于一般型二阶常微分方程组的初值问题
�

今
二 ��

二
，

粤
， ，、

，

、 �� 一 �
，

业三梦互
一 。

� 奋 、 � 奋 � 以 各

���

其中右函数 �中显含 �二���
。

其数值积分方法有两种
�

��� 把方程组���先化成一阶微分方程组
，

用 ����
�型数值积分法求解

。

一一 � 。 、

�
，二 �

�戈
� ， � ‘

��
�

� �
� �

�
， ‘ ， 、 、

� �

� �劣 �
、

�
�

�

���� 一方面把���看作
二

汾
�

的一阶方程组
，

用 �����型公式计算之头， �

另 一 方 面 把
� �

“
目

、 一 ’
目 ’ 「 �� 曰 � 口 ’ �砂

��
’ � ’� ‘

一“ ‘

� 出 自 声 、 卜 ’
开 ��

’
刀 �� 四

“ 。

���看作 � 的二阶方程组
，

用 ������型公式计算 �
。

这种联合使用两类公式求数值解的方法便

称为��
���一������型方法

。

它比���法更有效
。

同时在一般情形下
，

应用隐积分公式比应用显积分公式计算需化更多的计算时间
，

这是

因为对应隐式
，

未知量 断
， 。
在���式中是以隐函数形式出现的

，

‘ 十�
的近似解必须通过迭代

过程求得
。

可是
，

如上述
，

隐式都比显式精确
，

此外
，

隐式的稳定区也比显式的大
。

因此尽管

隐式费时
，

仍常宁愿采用它求解
，

并可利用隐式与显式所求得两个近似解之间的差异来有效

控制步长 �和步数 叱的改变
。

实际应用中常把显式和 隐式联合起来使用
，

以显式得到的 � 。 十�
近似解作 为隐式迭代过

程中所需要的初始值
，

因显式提供了比较精确的初值
，

可减少隐式迭代的次数
。

如此逐步求

得微分方程组的数值解
�

这种线性多步数值积分的算法称为
“

预估一校正算法
”

或简称 ����
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算法�’�
�

����。 少�根据天体力学中讨论的运动方程的特点
，

即右函数可分解为主要和次要两

个部分
，

提出了一种所谓
“

部分预估一校正算法
”

或 ����木
算法

。

���� 算法和 ����宋
算

法均是天体力学中普遍采用的算法
。

除了上述经典方法外
，

还有不少改进的线性多步法
。

如 ��
���� 和 ��������

‘ �使用
“

回代

改正�����一��������
����

”

技术
�

推广了 �������一������公式
，

提出了一类新的线性多步法
。

实例计算表明这种新多步积分法比经典的多步积分法省时
，

并提高了数值解的精度和稳定度
�

而 ��
���〔

“ 〕则提出了一套变步长的线性多步法
。

此外
，

在上述这些线性多步数值积分法中
，

高阶的虽比低阶的精确
，

且运算时间并不增加
，

但阶数越高
，

其稳定性越差
，

因此高于��

阶的经典多步法
，

很少使用
�

最近黄天衣和 �������� ‘��在数值积分公式里引进高阶导数�注
�

上述经典多步法 只需计算到 二阶导数 �
，

构成了一类新的 数值积分法
，

称为多导多步法 �简

记为�����或 ����������方法�“
，。 �

。

经局部截断误差估计
，

可知 ����积分法都比经典多

步法的精度高
，

但是它们中间的大多数的稳定性差
。

他们两人最后给出了无论在精度还是稳

定性方面都比经典公式为好的 ����� 和 ����� 两种公式
。

�
�

单步法

��� 一阶微分方程组���的单步数值积分法的普遍形式为�‘
，“ ��

二 。 � �一 � ， � �小��
， ，

二 ， ，

�� ���

而常用的 �����一����� 方法�简写为 ���的一般公式可写成
�

� 。 � ，一 � 。 � �云 吞‘�
‘

��
�
�

、�����
���

����

，�，�一一

其中 �
�����

。 ，
�
。
�

，‘ 二

小
· “

慈
一‘，， ‘

一
“ ����

参数
。 。 ，

阮
， �‘

待定
， �

表示每 积分一步必 须计算 的 右 函 数 次数
。

��
，
�式 便 称 为

‘
点

�� 公式
。

如果理论解 ��八
� �
�和近似解 二 ， � �

相差为 �，
� ‘
阶小量

，

则 �为��
，�的阶数

，

且若
���

，
�� �，

若���
，
���。

可见 �点 �阶 �� 公式较优
，

每步计算 �次右函数值
，

可以达

到 �阶
，

因此被广泛使用
�

��公式也有显式和隐式之分
�

�阶 �� 方法的局部截断误差以

下式估计
�

�
， � ，二 �二

。 十 �一 �蕊
十 �����

�� ’ 一 �� ���

其中 对
� ，
为当 �

， 一 ，
步点以 �� 为步长再次计算����

十 ，�所得近似值
。

���式 既可用来估计精度
，

又可根据所要求达到的精度
，

用来有效地选取步长
。

��������〔
‘ 。�提出了一种使用嵌套技术的 �� 法

，

这种��法可以方便地给出局部截断误

差
，

并用来估计下一步的新步长
，

以保证所需精度
，

称之为
“

嵌套 �� 法
”

或 ���法
。

��������给出了 ��簇��阶和 �� �阶的�������
，

����
，

����
，
����四组公式

。

根据实践
，

他认为更高阶公式不再能提高效益
。

〔��对于二阶微分方程组 ���
，

早在 ��那 年
，

������� 便提出了一种 �� 型数值积分

法
，

称为 ��� 法
。

它的一般形式为�’ ‘��
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二 ，，， ，一 二 ， � 交
，�
���� 乙 �

、
�

�����

觉
” � ，一 父

， 二 �乙乙
‘
�

�

�
� “ ���

， ，
�
，
�

�

�

…
。

公
�

‘ � ��劣
， � � ，�‘� � 九

‘

乙
�‘了�了

，
�
。 � �‘

�����

，���，了��
尹

����

夕�，�一一
�口备

。

���������
‘ ’�也推出 了嵌套 双�� 法 ��簇助

，

称为 ����法
，

同样可以进行

误差估计和步长控制
。

����
�

�� 和 �������‘ ��为使上述嵌套公 式更能灵活应用
，

为能确定更可靠的步长和更

有效地控制误差
，

给出了一些新的 ��� 公式
�

通过与 ��� 比较
，

表明 ��� 较优
�

而

���������’��则展开了另一类隐式 �� 和 ��� 公式
。

�
�

������级橄法

对一阶微分方程组���
，

������ 级数法具有如下简单形成 〔 ‘��

二 �一 二 。 �
恤

���十

普
二�

���
，
二 � �

�

一
�

、 ����

这里 二 ‘护是 戈 对时间 � 的第 �阶导数在 �。 的值
�

此法也称

上去很简单
，

但实际上计算其中的高阶导数却不是件容易事
。

到
‘ ’ 二�

二 ‘�’ 二�
，��

，
�

“
时间序列法二 虽然����式看

各阶导数的分析表达式如下
�

� ����

二 ‘“ ’ 二了
，，�叮

，
扩 ��

二二

�
� ��汀 ��

，
�

，

其中�
。
和 �

，
表示 �对 � 和 �的偏导数

，

以此类推
。

因此 ������ 型数值法的使用
，

其关键问题是寻求能简便和快 速计算高阶导数的方法
，

如递推公式
。

此递推公式因所解具 体运动方程而异
。

����������� “ �建立了对应限制性三体

问题和一般三体问题的求高阶导数的递推公式
。

��� ����仁‘
“ �和 ������‘��根据 ���������� 的

思想
，

给出了对应一般
” 体�’��题的递推公式

。

����� ，

���
，

�����〔 ‘ ’ �和 ������
，

�
������‘ “ �

推出了限制性问题的其他形式的递推公式
。

��������” �推出了把���式的解展开为 ��� 级数形式的积分公式
。

此法与 ������ 级数法

一样
，

须寻求高阶 ��� 导数的递推公式
。

���������� 和 �������“ ”�根据 ������� 的 想 法推

导出了对 � 体问题适用的高阶 ��
。 导数的递推公式

。

�
�

外推法

数值积分时所选取的步长 �不同
，

得到的数值近似解也不一样
，

故可把数值解作成是 �

的函数
。

于是如果某固定点 ��� 时的解可表示为如下渐近展开式�’��

二���月
，

��二 二������ 乙
， ‘
�
‘ � ���“

� ‘
� ����
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上式是收敛的
，

当 ���时
，

便得到 二�� ���
。

它应是更精确的解
。

其中的 系 数
丫 ‘
可

由 二��� �
，

��对应所选用的步长系列 �� �
，
�
�，

��
，…�袱���，

� …�偏���的数值消去
，

变换成如下形式展开式
�

���� ��� 乙 �‘，�����
，
�‘�� ���，� ’

� ����

�������‘�和 ��������“ “ �探讨了����式存在的条件
�

而且如果一个 数值方法能给出平方

收敛的渐近展开式
�

二����
，

��� 二������ �
，‘��‘ � ����‘“

� ‘ ’� �拐�

则外推法求解的效率将会高得多
。

����� 【���得出中点法就能给出 ��自式
，

并进一步用改进

了的中点法也给出了渐近展开如����式
，

且稳定性比原来中点法好
�

外推法曾经历了一个曲折发展过程
。

��������� 和 �����〔 “ 咭�早期提出了一种外推法的计

算格式
，

并编写了程序用于解一阶微分方程组
�

�����把此外推算法与其他算法比较
，

认为

外推法是个好方法
。

然而 �
���
���吕�把它用于一个限制性三体问题的求解

，

与用�����一����
�

���方法所得结果比较
，

发现它比后一方法计算速度慢了 �倍
，

由此他认为外推法完全不适

用于天体力学
�

后来 ���������改进了他的程序
。

最近
，

福岛登纪夫 〔��〕以两体问题的数值解

把外推法与 ���和 �����一�������� 等方法进行了比较
，

他得出结论
，

认为外推法适用于

要求高精度的天体力学问题的数值解
�

三
、

精度检验方法

天体力学数值积分方法中误差的产生是不可避免的
，

因此在给出数值结果的同时必须给

出这个结果所具有的精度
�

反之
，

当某项工作提出具体的精度要求时
，

必须选择适当的数值

积分方法
，

根据局部截断误差来选定步长
，

使得数值解的结果达到指定的精度标准
。

所有这

些都必须采用一定的方法来检验数值结果的精度
。

根据天体运动的具体特点
，

天体力学中通

常采用的精度检验方法有以下几种�” �】 �

最常用的方法是利用积分守恒关系式
。

天体的运动方程存在一些首次积分如能量积分
，

运动方程的理论解应该准确地满足能量积分关系式
，

但是数值解存在误差
，

它就不能准确地

满足
�

由初始条件 �。 时刻的二��
。
�和

�戈��
。�

��
算出总能量为 � 。 ，

而由 �时 刻的数值解 二，，

�戈

��
算出的总能量为�

，

�子�
。 ，

� 一 �
。
则反映了数值解的误差

�

在各种积分守恒关系式中
，

能量积分比其他首次积分对误差更敏感
，

因此通常用能量积

分来检验数值结果的精度
�

取代能量积分等的使用
，

���������和 ����������以及黄天衣和 �����������还建议使用

积分不变关系式
，

作为精度检验标准
。

用积分守恒或积分不变关系来检验精度是常用的方法
，

但近年来的一些研究 〔“ �，�“ 】、表明
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这种检验标准有时候是很不可靠的
�

事实上
，

数值解总有停留在积分流型上的趋向
，

垂直于

流型方向的误差要比流型上的误差小得多
，

也就是说数值积分有保持积分常数的倾向
�

对于

两体问题而言
，

轨道根数中除了平近点角�外
，

所有根数都是积分常数
，

这些根数的误差累

积要比平近点角小得多
，

而能量积分常数只和半长径有关
，

它并不能体现沿迹误差
，

也就不

是数值方法精度检验的好标准
�

对�体问题���幻也是如此
，

总能量�仍然是一个积分
，

因此它的误差累积也比较小
，

但坐标
、

速度的误差比较大
�

对于积分不变关系也有类似情况
，

不太可能找到一个积分不变关系可以用来很好地反映

坐标和速度的误差
�

关于这一点
，

黄 天衣和 ��
��
����

“ ��指出
�

这种检验技术的应用在稳定

和有序的区域是好的
，

但在不稳定的和随机的区域则不太理想
。

因此
，

在用积分守恒或积分

不变关系来作为检验标准时
，

要根据具体运动方程和所研究问题的特性
，

采取一些修正措施
，

方可较可靠地反映数值解的精度
。

另外一种常用的 精度检验方法是检 验解的倒转性
�

由 �。 时刻向前数值积分到时刻 �
，

再由 �时刻往后数值积分到 �。 时刻
，

和 �。 出发时刻的值比较来判断误差的大小
。

根据天体的具体情况
，

也可以把数值解和对天体的观测作比较
，

来确定数值积分结果的

精度
�

还可以用尽量精确的方法
，

尽量小的步长
，

更高精度的计算 �如运用尽可能长的字长

的计算机�来积分出一条
“

标准轨道
” ，

用此同数值解比较来讨论所用数值方法的精度
。

还有一些如同可解问题比较
、

重复积分等精度检验方法
，

在实际工作中用的不多
，

就不

一一赘述了
。

四
、

常用数值积分法软件包

天体力学中数值积分方法需化费巨大的计算工作量
，

考虑到数值积分方法的特点
，

显然

它最适合于电子计算机上运算
，

而现代电子计算机技术的广泛和有效的使用
，

也促进了天体力

学数值积分方法研究的迅速发展
�

下面是几种常用的数值积分方法软件包
�

�
�

����—���������
�。�编制的定阶定步 �����一����������公式的算法

，

适用于一

阶常微分方程组的数值解
。

�
�

������

�
���������和 ���������编制的一种变步长有理外推法

，

原先用 �����语

言写成
，

后改进用 ������� 语言编写
�

有两个程序 ���和 ���分别适用于一阶和二阶常微分

方程组
。

�
�

����—������
�。�编制的变阶变步长算法

，

可用于一阶和二阶常微分方程组的

数值解
�

其扩充版本为 ����
。

�
�

�������—���������和 �������，�编制的变阶变步长 �����一�����‘ 公式的

算法
，

适用于一阶常微分方程组的数值解
�

�
�

�����—�����
�������编制的定阶定步长 ���

���型算法
，

适用于二阶常微分方

程组的数值解
�

�
�

�����—人�������
吕，�编制的

”
体问题程序

，
其中采用 ��川�� 型级数算法求数值

，
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���—��������
和 �。 ，���荟” �编制的 变阶变步 ����，型算法

，

适用 于一阶常

微分方程组求数值解
�

�
�

�����

�
���比盯��含叼编制的一个迭代定阶变长 ���垫单步法的程序

，

适用于

二阶常微分方程组求数值解
。

，
�

�� ��

一
�吐

�
此�� 和 ����� 。 加扒

“ ，�编制的 �阶 ���型算法程序
，

利用一个嵌

套 �阶 ���型算法程序作为步长自动选择
，

适用子一阶常搬分方穆组求数值解
�

‘

��
�

�����������镇��一
�比奎腼砂

’�� 编制的定阶变步 长俄套�� 型算法程序系

列
，

适用子一阶常微分方程组求数值解
。

��
�

���� ���十 ���� ‘ ��
一外解�打�

�川 编制的定阶变步长嵌套 ��对型算法程序

系列
，

适用于二阶常微分方程组求数值解
�

�� ��������� ������程序�“ �了 由 ��������和 ������绷制的 �觉。 ，血。 �
一

。 ，���型

定阶定步长算法程序
，

适用子二阶常微分方程组求数值解
‘

五
、

应 用

选用哪种数值积分方法和软件包最为合适� 这主要着三个封据
�

�
�

运算逮度的快慢
，

�
�

精度和稳定度的高低
，

�
�

使用便利与苦
。

室子积分起始值的需要与多寡
，

步长变化实施

的难易等
，

就当前处于电子计算机发达的时代而言
，

并不是重要因素
。

可是
，

即使单纯按照

此三个判据也很难确定方法和软件孰优孰劣
，

因为这些判据与所讨论的具体问题的动力学特

性和要求的精度密切相关
。

室少可以这么说
，

对子劝力系统的有序运动的研究
，

如果积分的

时间跨度与所讨论的具体动力系统的基本周期相比较不算太长
，

且所要求的精度不算太高
，

则上面介绍的各种数值积分法和软件包都可应用
。

一般情形下
，

没有哪个方法比其他方法会

好上很多
，

而是各有优缺点
。

但如果积分时间跨度长且精度要求高
，

则使用多步法较好
，

可

节省计算时间
。

此时
，

单步法只作为辅助芋段使用
，

如为多步法提供起始值
。

自旬 年代电子计算税出现后
，

经典线性多步法被广泛应角 子大数量小行皇和彗星的精

密历表的常规计算
。

例如 ��年代
，

美国辛辛那提天文台
，

苏联理论夫文研究所和 西 镶 海得

堡夫文计算研究所柑继编制的小行星厉表和彗皇厉表
。

经典多步法也被成功地应用于夭行星

的历表编算和运动研究
。

例如 扔 年代
，

�，���时
，

�砍叮�和�� 。川 。 。 。 � 编算的五个外行星

的 ����一���� 年数值历表为各国天文年历广为采用
�

����年 ����
� 等〔“ ��和 ����年木下宙

等�
吕盯 进而分别数值积分了外行星在一 百方年和五百万年内的运动

�
又如目前普遍使用的美

国喷气推进实验 室编算的著名 �� 序列计算机数值历表给出了 九大行星彩身球直到 劲匆 年

的直角坐标的数值
�

�如�
�

水
。 �地 型单步法在人造卫星的实时和短期预报中有实用价值

，

而

�����一

������型方法则普遍应用于人造卫星的较长期预报和精密定轨中�
，�，��

。

各种多步法
、

单步法和纯粹 ������级数法
、

外推法及其相应软件系统
，

也被成功地应用于研究限制性三体

问题�吕
，

川
、

多体和�体问题的数值解 〔“ 一 ‘ ’�
。

例如研究球状星团和星 系里众多恒星运动的轨

道�二，
，

�体问题的数值模拟�殉等
。

在电子计算机上实施数值积分运算
，

还可望对夫体力学问
�



�期 张 捷
，
何妙福

�

天体力学中的数值积分方法 ���

总之
，

计算机化的数值积分法在天体力学以至更广义的动力天文学领域研究中的应用越

来越广泛且越来越重要了
。
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