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新的不确定的天体力学

—在空间动力学和天体力学国际讨论会上的主要演说

������ ���������

�美国德克萨斯大学奥斯丁分校�

提 要

木文讨论了天体力学的不确定的特性
，
并探讨了它同稳定性研究的关系

。
当初始条件的不确定

、

未知

的动力学影响以及不可积性同动力系统固有的不稳定性联接在一起时就产生了不确定性
，
结果

，
轨迹的集

合就代替了单一轨迹
，
可靠的长期预报变成了不切实际的期望

。

确定性的问题成为使用经典的或数学的

动力学模型的课堂练习
，
同时所有实际的问题却表现出不确定性来

，
而拉普拉斯的精神就不再适用了

。

本

文首先定义了所使用的概念
，
列举了几个例子以说明不确定性的原因

，然后讨论了与确定性有联系的稳定

性
。

接着又探讨了不确定性的作用和几个重要的时间尺度
。

动力学系统的积分和变换的存在看来对确定

性是有利的
，
但事实上它们仅仅延迟了剧烈变动的趋势

。

定 义

确定性这一概念通常出现在哲学中
，
在物理学中其相应的表达即为可预报性

。

本文讨

论的是专门的领域
，
故确定性可定义为

�

若已知一个封闭系统在给定初始时刻用于描述系统

各种状态的变量的值
，
就可以预报这些变量在任何时刻的值

，

那么这一系统被认为是确定性

的
。

用数学形式来表示
，

令�
‘
表示描述系统的变量

，
��是初始时刻

， �代表任何其他时刻
。

如

果 �，
���能够从 价����的值所推得

，
那么系统就是确定性的

。
在动力学和天体力学中

，

变量

心‘
代表系统在相空间的位置

，
运动方程可写为

�

奋
‘ � ����

， �
，��
� ��

、

此处 ��上的一点表示对时间的求导
�

二 � ��‘

从落一 �尸三��

� 落

���

函数 凡代表物理定律
， �是时间

，
�‘
是描述系统的变量

， ��

是有关的物理参数�通常它

们是不依赖于时间的�
。
玄
，
万二 ���� 。 ，

�二 ����二 即这些下标是从 �开始
，
并以 �为间隔递增

到 。 或二的整数
。

因此
，
我们考虑右边依赖于所有的 �

、 � 。
和时间的 ” 个一阶微分方程

。

在

动力系统中
， ， 为偶数 �即， � ���

。

在天体力学中
，
以方程���形式给出的 ” 个方程通常是

哈密顿运动方程
，
其中前�个变量代表构形空间

，
后�个变量代表动量空间

。
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给定初始条件�
‘
��。�� 声

、 ，

解或者说预报的结果以�
‘
��

，
刀，�表示

。

在经典力学中皆知的这个极其简单的方法
，

当考虑实际间题时却产生了一些弊病
，
我缸

现在列出这些困难
，
并分析一下结果

。

不确定性的理由

���首先考虑
“
给定初始条件

，
这一表述

。

数学家在讲授大学微分方程的课程时使用了

这种表述
，

经典力学则毫无间题地采纳了它
。

物理学家
、

天文学家和工程师们对这种术语的

反应是询问
“
谁给定

，

具有何种精度�
”
事实上

，
初始条件通常是测量或观测的结果

，
它的建立

却又经常带有某种粗略估计的不确定性
。

在天文学和天体力学中
，
所

“
给定

”
的初始条件如

对于行星说来就是过去状态的观测结果
，
这些观测结果的精度极大地依赖于观测的范围和

所观测的行星的周期
。

对于冥王星而言
，
观测仅能反映它绕日轨道的五分之一弱 �因为它是

����年发现的
，
并且它的半长轴近于 �� 个天文单位�

。

因此
，
现实问题中的初始条件并不是

“
给定

”
的

，

而是估计的
，
对于以方程���表示的动力

学系统的初始条件变成了 夕，士�， 。

在相空间里
，
我们谈论不确定的范围

。

在这个范围之外
，

将会出现许多轨迹
，
每一条轨迹均带有不同的初始条件

。

因此
，
关于系统未来状态的预报并

不限定为单一的轨迹
，
而是许多轨迹的一个集合

。

除非系统如通常那样是不稳定的
，

否则这

个轨迹集合将秩序井然地构成一束
。

下面来讨论不稳定性的影响以及它与不可靠性和不确

定性的关系
。

“
给定

”
初始条件的分析可以归结为如下的表述

�
这种情况仅发生在不切实际的简化考

察之中
，
而实际上的情况需要考虑到初始条件是带有某种不可靠性的

。

���现在来考虑一下以函数�
‘
形式出现在方程���里的物理定律

。

自亚里士多德以来
，

自然科学和天体力学经历了几次显著的变革
，

最重要的变化则是同哥白尼
、

伽利略
、

牛顿
、

爱

因斯坦等人联系在一起的
。

凡随时间的演变是沿着使得分析表达式更加困难
，
但同时却更加

符合实际的方向
。

即使最复杂的场的表达式是近似的
，
它们都带有未知的不确定性

，
这是今

天 已被普遍接受的一个事实
。

一个十分清楚的例子就是在卫星动力学中所建立的
“
真正

”
的

地球重力场
。

从观测和勒让德多项式的近似中得到的较高阶的重力场系数 �
‘，常表现为发

散
，

且同卫星轨道有关
。

所以
，
我们关于出现在函数 �‘

中的场的知识是相当有限的
。

���一个有关联的问题是方程���中物理参数 � 。
的不可靠性

。

从前面关于系数 �
‘，的不

可靠性的讨论中可知
�

当某组物理定律被采用后
，

涉及到这些定律表达式中的数值就成了问

题
。

在稳定性研究中
，
这通称为结构稳定性

，
我们将在后面讨论

。

���我们现在已触及到了方程 ���的解的间题
。

天体力学微分方程可积性的庞加莱定理

������表明
�

除了特别的情况外
， ���体的引力问题是不可积的

。

他的意思是除了能量
、

角

动量和质心积分外
，
不存在其他解析的

、

全局有效的积分
。

描述 。 体问题的微分方程的阶数

是�。 。 ，
其中 �是参与物体的个数

， 。 是间题的维数
，
即 。 二 �或�

。

质心的积分午数是 ��
，
相

应的角动量积分个数是 � ，
还有一个能量积分

，

总的积分数是 �� � �
，
而系统却是 ��。 阶

的
。

依靠消去时间而引进一个特殊变量
，

三维三体间题可减少为 �� 。 一 沁 一 �� �
。

庞加莱
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定理表明
�

原来的 ��
� 二 �� 阶系统通常不能减少为低于 �阶的系统

。

事实上
，
后面将提到

对于限制性三体问题存在一个相应的定理
，

说明它仅有一个全局有效的积分称为 ������积

分
。

所以
，
表达限制性间题的 �� 阶微分方程系统的减少停止在�� 一 �

，
因为除了 ������积分

�
外

，
使用它还可消去时间

。

不可积的结果是
�
通常没有解析方法可用来得到对于任意初始条件在任意时刻均有效

韵解��
�������

，
����

，
��������

，����
，
和 ��������

�，
�����

。

���这便引导 我们 依靠数值积分去求解
。

由于数值积分过程中所得到的精度位数必定

是有限的
，

所以用这种方法得到的轨迹有未知的误差
。

这种情况由于数值的和动力学的不

稳定性的合并变得更为严重
，
所得结果与其说代表原来的动力学问题

，

还不如说代表所使用

的计算机
。

通常有五种方法可用来检验数值积分的结果
�

改变所使用的数值积分方法的阶

数
，

改变时间步长
，

使用上面提到的积分
，

正规化
，

时间反演
。

由于前两种方法仅仅减小而不

能消除误差的传播
，
故我们将详细地探讨后三种方法

。

若方程以简化形式来表示
，
那么就不能使用积分来检验结果

。

若使用原来的 �” 阶运动

方程系统
，

则积分计算的检验将是有用的
，

但效果是有限的
。

当一个积分如能量积分沿着一

条由数值法建立起来的轨迹取一个常数值时
，
那么我们可以推论出这条轨迹是否位于相空

间里能量等于常数的曲面上
。

使用几个积分我们可以找出轨迹是否位于这些积分曲面的相

交处
。

因为问题不是可积的
，

故轨迹也不能由这些曲面的交界来确定
。

当积分为常数的要求

得到满足时
，

对于正确轨迹的必要而非充分的条件就可以建立起来
。

正规化技术�����
一

������
，
����

，
������� ，

�����消除了两体碰撞的本性奇点
，

但它

的主要优点在于提高了在密切接近时的精度
。

在实际的行星问题里
，
如此密切接近是不会

发生的
，
但是在恒星动力学问题中

，
正规化技术已非常有效地被使用于减少由于数值积分所

引起的误差
。

后面将更为详细地讨论正规化技术
。

由于当时间的方向变化时轨迹具有不同的动力学稳定特性
，
时间反演方法作为数值积

分结果的一种检验很少使用
。

在�， � ��方向 “ 的指数误差传播
，
同在�， 一 ��方向 。 ‘

的强

稳定性的比较
，

表明了这一点
。

结论是
，

关于数值积分
，

我们可以陈述如下
�

适当的技术可能会推迟轨迹意义的丧失
，

但

对于长时间积分来说
，
其结果迟早将是计算机的描述而不是动力学的描述

。

例 子

在本节中
，
我们特别提出了 �个例子

。

首先列举一个十分简单的线性系统
，

并且已由

��� ����� �����证实了它的不确定状态的出现 � 接着讨论大家非常熟悉的接近分界线的

非线性摆问题 �第三个例子是天体力学的一个可积的非线性问题即两体问题 �接着讨论了天

体力学中最简单的不可积问题—圆型限制性三体问题
。

���在第一个例子中
，
我们建议研究最简单的理想化的�和不存在的�课堂问题

，

它是以

下述运动微分方程式来描述的
�

戈 � � ���
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一个物体不受外力影响沿着一条直线运动
，
并且在终点�� � �或 � � �处不损失能量地

被弹性反射
。

其解是 分� 。 。
和 � � 仇�� ��，

其中 。 。
和 � 。

是 卜 。 时的初始条件
。

在所
“
给定

”
的初始

条件中有某些不可靠性
，
那么在解中的误差就是

刁� � 刁��� �
·
刁� 。

���

其中 刁� 。
和 刁。 。

是初始条件的误差
。

若 刁。 。 二 ��初速无误差�
，
那么 刁� � 刁��

，

则物

体的位置能够在 �《 �簇忍区间中带着 刁� 。
的不可靠程度来确定

。

若 刁。 。笋 。 ，

在位置上的不

可靠性 刁二 将随时间增长
，
并且在 �

。 一

冬
时

，
我们有 。 二��

，
也就是说物体可以位于所允

，�一 一
’

一戊
’
�叫

‘，
一

只 一
， 产 ’

一一
一 ’

刁 ” 。 一 � �

�
” ‘ ’ ，

一 一
’

一�
‘
一 “ 一

� ”
一

’

一
一 “ ’

一

许的运动区域中的任何地方
，
并且它的位置是不能确定的

。

注意到在 刁叭��时临界时 何

��，�� ，
故知仅仅在初速是无误差地

“
给定

”
时

，
运动才是可确定的

。

���我们仅简短地提及一下第二个例子
，
因为在讨论非线性动力学的教科书中

，
它是最

普遍的例题
。

这个例子是最简单的非线性可积动力系统—摆
。

当摆的振荡振幅增大时
，

摆

达到分界线
，
并且在其能量更高时

，
运动变为圆周运动

。

摆的定性状态在接近分界线时对初

始条件的变化显得极其敏感
，
并且运动再次变为不可确定的

。

���天体力学中最简单的可积问题是两体间题
，
其解析表达式为

�

�，拼

��
‘� ‘
�
“ �名

���

其中 � ‘
是两体间的位矢

，
召是引力常数乘以两个物体的质量之和

，

能量积分以下面形

式给出
。

‘ 二 � �召
�

户
决 苦孟 ‘ � 叮，一�一万了气花 丁 �

火� ‘� ‘少
一 ‘ �

���

这个问题的解�原则上�可以写为
�

� ‘ � �
‘
�夕

，含，�，分��，�� ���

注意到这个简单的可积的非线性动力系统并没有一个是时间函数的封闭形式的显解
。

当引进其他独立变量 �如所熟知的近点角�时
，

解就可以表示为这些近点角的封闭形式的显

函数
，
但由开普勒方程可知没有把近点角表示为时间的封闭形式的显函数的分析表达式存

在
。

由于近点角可视为正规化变量
，

上述间题将在变换一节中更为详细地讨论
。

我们在此处论证一下由于初始条件和物理参数的不可靠性所引起日地两体问题的不确

定状态
。

按照开普勒定律 矿记 二 口，
其中 � 为半长轴

， 。 是地球绕日轨道的平均运动
。

这里我们

指出
�
这个问题的两体极型忽略了许多其他影响 �其他行星的摄动

，

相对论性效应等�
。

因

此
，
我们的问题实际上是复杂得多的

。

所有这些忽略掉的复杂性增添了地球位置测定的不

可靠性
。

事实上
，
我们是假定了一个理想化的两体问题

，

并且企图从所
“
给定

”
的 � 和 拼值计

算平均运动 。 或轨道周期 ��

令
。

按照国际天文学联合会最近的文献��卿�
，

恰当的值

应是
�
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� 二 ��
�

��������士�� ��一�� ��
，，
� ���

召� ��
�

���������士�� ��
一 “�� ��

��
�

�

��
�

故 刁� 二 �
，
����

，
刁召� ��’�

�
�

��
�。

地球绕日的旋转周期现在可由 � 二 �派 。 “ ‘�拼一 “ �

推出
。

用这种方法
，
我们得到� � �年士 �

。

�� 秒或者在 �了 次旋转期间内得到了等于 �年的不

可靠程度
。

换句话说
，
若不去使用观测来改正地球的位置的话

，
在 ��

，
年后

，
它的位置可以

在它的轨道上的任何地方
。

���我们的 最后 一个例子是同天体力学中最简单的不可积问题联系在一起的
。

被称之

为限制性三体问题的理想化模型����������
， �����在天体力学和空间动力学中有许多应

用
。

两个物体即主星�二
�
和 。 ��绕它们的质心作圆周运动形成了一个两体问题

。

在它们与

时间有关的力场中
，
放置了质量为 水�《 �� �，

二��的第三体
。

因为假定 二。
不会影响 �， �，

爪��系统的运动但反受其影响
，

故这样的三体问题称为限制性的
。

这种三体问题如同一 般

的无限制的三体问题一样
，
按照庞加莱定理是不可积的

，

并且它仅有一个称之 为 ������

的全局有效的积分
。

在这个问题中有五个力的平衡点
，

若第三个小质量的质点位于这些点

中任一个上
，

它将停留在那里
，

除非有某种外部摄动力干扰了这个平衡
。

事实上
，
这五个

点是限制性三体问题的仅有的严格解
。

运动方程通常在一个无量纲的旋转的�会合的�坐标

系里表示
。

为了说明问题
，
我们进一步限制第三体仅在两个主星体的运动平面上运动

。

若

第三体的坐标是 � 和 � ，
我们有如下形式的运动方程

�

刁口
� 一 �� � �万�一一

�� ���

�口
�十 艺� 二 �二，一

乙�

与之相连的 ������ 积分可写为
�

戈艺 � 夕
�二 �口 一 �

此处函数 口如下给出
�

口 二粤�
�一 召���“ � 。 ���十

上
“ 、 兰

匕 �� ��

����

����

其中 �，� 〔�� 一 召�
� � 夕�〕 ‘ ��， ��� ��� 一 拼� ��

� � ��〕 ‘ ��

是距主星体的距离
，样� 二�

��，
�� ，�

�
，。 �《 ， �，

�为积分常数
。

五个秤动点中的两个位于三角形的顶点
，
坐标为��

，。 �解一 ���
，
士亿了八�

，

其他三个秤

动点位于 �轴上
。
当。 ‘ 声��������一侧丽���时

，

共线点是不稳定的
，
而三角秤动点则是

稳定的
。

作为特例我们考虑在 ��， 。
点邻近的运动

。

首先可看到这些点的坐标依赖于 仅 从 观测

近似得知的质量参数 夕的值
。

此外
，

这些点的 �坐标是由无理数表示的
。

所以放置一体于

�
‘ � 。
点上的物理意义是不明确的

，

并且 从
，。
的位置也仅仅是近似的

。

如果把相对速度 为

等的切伟放在或接近于三角秤动点
，
它们将会摆动

。

但随着初始条件误差的增大
，

摆动变成

了凰跳协
知听鲜嚷近

日一木三角秤动点�和位于地甲月三角秤动



��‘ 天 文 学 进 展 �期

点处的太空站上有着重要的应用
。

当在相空间中对 � 。 � �，一 ���
，�。 � 士识万��

，
汾。 � 夕

。 � �取误差限制时
，
我们发现沿

着 ��方向对 刁�极其敏感��
。

��������和�
。
���������

，
�����以及沿 与

��
垂直的方向对

刁�也极其敏感��
�

��������� 和�
�

����������，
�����

。

这里的刁�为在构形空间中偏

离 �
‘ ， 。
的长度

，
而 刁�是在速度空间中对零点的相应的偏离

。

由于在相空间中用来测量偏

离的起点的特性
，
依靠数值积分来区分摆动和圆周运动是十分困难的

。

实际上
，

存在好几

个摆动的孤立岛
，

并且在相空间中可以建立出现混合运动 �摆动和圆周运动� 的区域
。

这

些轨迹的定性状态显示出极强的不确定性趋势
，
如果不确定的情况可能发生的话

，
则它们

的分类通常将会变得困难
。

更详细的情况
，
请参阅 ���������������的文章

。

稳定性和确定性

前面已说过
，
由于在充分长的时间后

，

轨迹的集合将会显示出混沌现象
，
故动力系统的

不稳定性会强化不确定性���������� ，
����和 �����

。

我们并不一定需要上述与两体间题

有关的例子中所显示的轨道的指数的不稳定性
。
即使当初始条件或物理参数的变化从本质

上引起轨道形状的变化时
，
预报也已变为不可能

。

为了在不稳定性和不确定性状态之间建立一种关系
，
我们必须了解文献中�如 ����

��

����
，�����通常被采用的超过五十种的稳定性定义

。

在这一点上我们所感兴趣的一个基本

方法即是已被庞加莱������和 几，�����������所采用的方法
。

如果解 ����同摄动解 ����的关系满足下列条件
，
解 ����就称为稳定的

�

给定 。 ，
则必存

在一个 �
，

其关系为

�����一 夕�川
· ‘ ����

�
���

。
�一 夕��。�� �

则运动是稳定的
。

这里 �表示初始条件的变化
， ￡
是原始解与摄动解的偏离

。

注意到这里的

变化和偏离均相对于同一时刻
，
因而我们谈论的是由 �’�，����� 提出的表示动力学状态 的

等时对应
。

当变化和偏离是量度如庞加莱所提议的正交距离时
，

这一定义也同样可以被使

用
，
它通常被用来表示轨道或几何稳定性

。

上述关于地球运动的不确定性的例子对应于等

时偏离
，
这种偏离不久就可能会变成两倍于地球绕 日轨道的半长轴之大

。

事实上
，
几何形

状变化非常少
，
刁���“ �� ��一� ，

但是沿着轨道
，

状态变得不确定了
。

在研究初始条件变化的影响时
，
我们经常论及直接稳定性

。

当考虑到运动方程�或所涉

及到的物理常数�的变化时
，
我们就会论及结构稳定性

。

就前面所提出的例子而言
，

我们直

接注意到了地球的两体运动和在地一月空间的秤动
。

在这些例子中 �如同在大多数实际的

问题里一样�
，
导致了系统不确定的两种不稳定性均会发生

。

事实上
，
假如选择了适当 的

稳定性定义
，
我们就可以推论出

�
不确定性就是不稳定性的结果 �����

， �����。腐加苯

澎淤氯罄嘿黑�嘿嘿恶磐黔煦
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积 分 和 变 换

在这一节中
，
主要考虑不平常的问题如现存的动力系统积分的使用是如何影响到确定

性的以及变量的变换是否可以改变各种系统的不确定特性
。
我们从一个可以表明所涉及到

的许多间题的例子开始
。

再一次来考虑两体间题
，
这次是以一个二维的复变量表示�����

�

������
，
����和 �

�

���������
，�����

，
运动方程是

�

忿 。
� � 一 �二，一二下一 一 妇

�若 �
’

����

其中复位矢 二 表示两个物体的相对位置
，
物理参数现在 已被并入无量纲的时间和位置坐标

中
。

能量方程是
�

， ， ，，
� 。

�若 �一 二 �下一，下一 一 ‘
�名 �

����

按照 ����
一

������ 我们引进一个同时作用于独立和非独立变量的正规化变换
�

，� ，

��
名 � 叨

’

和 ��二 万一百一二、 ，
� �苏 �

����

，和 �是对应于 ， 和 七的新变量
，

变换后的方程变为
�

。 ，分 � ��切 � � ����

�
， 二

��， � 。 。

一� � �� 。 �
、‘

其中 。 护 �
屯共

，
�是上面所示的能量常数

。

六
’ 一 ��

� ’
� �一洲� ’ ‘ 咨 ’ ” 子 ’���

” ‘

�
�

注意到
�
原来的非线性方程己变成一个线性方程

，
并且在 � 二 。 处的原始奇点也己消除

。

在变换后的方程式的推导中
，
除了变换

，
还使用了能量积分

，

这一步就消除了出现在变换后

的方程中的二次项
，
但却将能量常数带进了变换后的运动方程中

。

所以
，
当在变换后的方程

中研究初始条件变化的影响时
，

能量常数的出现限制了等能变化的研究
。

这就是为什么线

性的变换方程表现出稳定性的原因所在
。
如果研究不同能量的轨迹

，
我们在简谐振子中发

现频率变化
，

并且可再次观察到 ��“ �����不稳定性
。

若不使用能量方程去得到变换方程
，

那么所产生的以�切
， 。�变量所表示的非线性方程会显示出不稳定性

，

但无奇点出现
，
至少从

分析的观点来看是这样的
。

在解变换方程之后
，
同样应当注意到结果必须变换为原来的变

最
，

这就是说在得到 。 二 ，���后
，
袱��的关系式应当使用 二 二 ， “

来建立
，

并且

，�
�
通一二

��� ����

这个方程同开普勒方程是恒等的
，
它把原来的独立变量 �表示为新变量 � 的一个超越函数

。

其逆关系式 �� ��� 必须依靠迭代或用一个级数展开来得到
。

因此
，

上面所描述的正规化

变换是用变换开普勒方程并寻找
。 � ���� 关系式的问题来代替解带有一个奇点的非线性微

分方程的问题
。

所以
，
正规化变换将能延迟但不能防止确定解的丧失

，
对于其他变换和积分的使用

，
也

具有同样的情况
。
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结 论

按照拉普拉斯精神 �庞加莱更愿将它称为拉普拉斯幻想�的特性
，
注意到它必须严格

地知道所有的初始条件
，
必须知道所有影响运动的物理定律

，
必须能够用公式表示出运动

方程
。

在这些完成之后
，
它必须最好以封闭形式表出不可积的微分方程的显解

，

并且精确地

预报当 �，�� 时系统的将来状态 。

我们的学生通过课堂上和教科书中的例子研究经典的或

数学的动力学模型是需要这样一个过程的
。

他们是宿命论堡垒占领者—亚里士多德
、

德
�

布罗意
、

爱因斯坦
、

伽利略
、

拉普拉斯
、

牛顿
、

普朗克
、

薛定愕等人—的好伙伴
。

另一方面
，

不确定性动力学的信仰者们则必须同玻尔
、

玻恩
、

布里渊
、
���

�����
、

海森伯
、

泡利
、

庞加莱

等人一起成为
“
统计狂

”
俱乐部的成员�如爱因斯坦所称�

。

看来
，

期望两种观点的统一是有可能实现的
，
因为依靠以更加现实的方式修正确定性观

点
，
我们可以得到不确定性的动力学的模型

。

我们能够论及以科学的信念将牛顿的确定性

提高到教义水平的拉普拉斯
，

但同时我们又必须知晓 庞加莱关于不可积系统的论 断
。 “
统

计狂
”
已越来越穿透入宿命论的堡垒

，
并且随着时间的增长

，
我们的动力系统变得越来越

疏忽了有问题的初始条件
。

科学的初始条件可能安放在亚里士多德手中
，
他拒绝试验是否

一个大石块真的比小石块更快地碰到地面
。

预测物理学
、

动力学
、

稳定性研究或天体力学的

未来是不可能的
，
因为我们不知道精确的初始条件

，
不知道定律

，
并且声于过程既不是线性

的
，
也不是可积的

，
又不是稳定的

，
而首先是不可确定的

。
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