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一
引力�体 问题的一个积分方法

刘 步 林
�中国科学院北京天文台》

提 要

本文叙述由�
�

�
�

��
�����发展的 �����

一�����方法
，
以及在 ������ 计算机上 运 行 的程

一
、

概 述

五十年代末
，
出现高速电子计算机

，

随之产生了前所未有的计算机模拟方法
。
它在力学

、

等离子体物理
、
天文学等学科中有着广泛的应用

。
�体问题是天体力学

、

星系动力学和等离

子体动力学等分支学科的基本问题之一
。
天体系统的实际情况有多重星�星数 �� �一���

，
琉

散星团��一 ��
’
一����

，
球状星团��� ��

�

一����
，
星系��� ��

’ ‘
以上�

，
双星系或多重星系�星

系数二 �一���
，
星系团�星系数 《 ��，�

，
它们中的星数都很多

。

但是直到今天
， � 体问题只

有十个初积分
，
三体以上的问题都不可能得到完全解

。

所以要研究�这样大的天体组成的引

力系统的运动规律
、

结构和演化过程
，
现在多数转而依赖于用电子计算机作数值模拟

。

� 体问题计算机模拟的可行性
，
早在 ����年由海德堡天文研究所 ��������� ��� ���卜

。 �� 提出利用计算机研究碰撞星系的动力演化的试探中
，
作出了肯定的结论

‘�� 。
因此 可 以 说

名�������� ��� �������是�体问题计算机模拟的先驱者之一
。

自那以后
，
����年

，
国际天文学

联合会在 巴黎举行了
“
�体问题讨论会

” ‘，，，
着重讨论了用计算机对星系进行计算模拟的 问题

。

���。年
，
国际天文学联合会又在剑桥大学召开

“
引力 �体问题讨论会

” ‘�� ，
广泛交流了用分析

方法
、

数值方法和用计算机进行数值模拟方法等研究引力�体问题的技巧和结果
，
展示了计

算机模拟是星系动力学和等离子体动力学研究中的有效手段之一
。
����年

，
在美国奥斯汀又召

开了关于常微分方程的数值解会议
，
讨论了多种数值模拟方法

。

近年来
，
关于�体问题的学

术论文愈来愈多
，
学术活动 日见频繁

，
这表明�体问题是国际科学界十分活跃的研究课题

。

用计算机模拟求解引力�体问题
，
常用的有三种数值模拟方法

。
即数值积分法

、

网格差分

法和蒙特卡罗法
。
�����

一

�����方法是数值积分方法中的一个十分重要的方法
。
它是由纽约

大学 �����和 �����于����年在《计算物理》杂志上发表的论文���
，
用于解引力�体问题的一

一

个数值积分方法
，
简称��方法

。

����年�月��日收到
。
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一

一�体间题数值模拟的基本过程是
，
当给定 �。 时刻一个天体系统�颗星的质量

、

位置和速

度
，
通过数值积分方法求解牛顿运动方程

，
计算出在以后任何时刻系统的状态

，
有了该系统

一系列不同时刻每颗星的位置和速度
，
就可以用来研究该天体系统特殊的物理现象和力学特

征
。

利用数值积分方法讨论引力�体问题的主要优点是
�

方程形式简单
，
对问题的设想比较

自由
，
而且可以包括所有可能的作用因素在内

【�� 。
计算方法比较完善

，
可以直接得到天体的

坐标和速度
，
因而便于对天体系统进行比较详细的讨论

。

�����
一

�����方法是在 ������� 单时步方法的基础上
，
提出邻域球的概念

，
把作用在第

‘ 颗星上的力分为规则力�邻域球外部天体作用力�和不规则力�邻域球内天体作用力�
，
不同

的力采用不同的时步
，
因而形成双时步方法

。

在这之后
， �������将 �����

一

����� 方法又作

了发展
，
例如

，
时步的选取

，
邻域球外加壳层等

，
致使���

��������方法更加完善
。

下面将

要介绍的是改进后的�����
一

�����方法
。

有的学者认为
，
直接积分方法有可能用来解决恒星

系统的稳定性问题
，
这就使得直接积分方法的研究具有更深远的意义

。

但是由于直接方法计

算非常繁琐
，
占用机时和内存都很多

，
直到现在

，
用直接积分方法研究天体系统

，
天体数目

只能达到�。
，
一���量级

，
所以方法本身还有待于进 一步探讨

。

二
、

改进的�����
一

�����方法

�
�

甚本公式

在牛顿引力场中
，
引力�体间题的运动方程可以表示为

�

护，� 一 �习
�

惊�

机，��
�一 �，�

��一 �，�
�

诬� �
，��一 � ���

，

这里， ‘
和 �

，

分别表示第 ‘ 颗星的质量和坐标
。
� 是万有引力常数

，
适当选取长度

、

质量

和时间单位使 �� �
。

��� 式右端求和是在其他� 一 �颗星成员中进行的
，
这是个非线性强对偶

力的系统
。

有两个基本因素使得��� 式积分存在困难
，
一是两顺星紧密接近

，
导致系统的不

稗定
。

二是因为作用在每颗星上的力依赖于其他所有的质点
。

因此
，
计算力所需的时间随着

天体数目�的平方增加而增加
，
这就限制了较大数目天体系统的研究

。

这些困难限制了常规

数值方法�例如龙格
一
库特方法等�的使用

，
迫使人们去寻找新的方法

， �����
一

����� 方法就是

一个比较有效的方法
。

用����
��级数展开的方法

，
将天体的坐标和速度从 蓄。到 �展开

，
得出 �阶的�“ ����级数

�

多项式为
�

�

睁州澎
︺
�、，�

�，�一 �·
�，

。
�� 。 ·

�，
。
�‘ ，�

告
。 �，卜 。 ‘

�，
。
��

架
“ �

续

凡����

机 ‘

�

�乙��
’ �习

��
“ ’
��

。
��△才�‘ 斗 ’ 二

�‘
��� ���

其中山�卜 �。 ，
�

，
�，

。
�是�。时刻作用在第

间 �的第�次导数
。

水，
��� ���

个天体上力的总和
， ��

几’
�亡

。
�是君。时刻�

�
����
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作用在第 ‘ 顺星上的力���可以展成������级数多项式或均差多项式 ���� �主����� ��佗

������� �����������
，
四阶均差多项式定义为

�

����二���
。
���

’ 〔�。 ， �‘ 〕��一 �。�
��

，〔�。 ， �����一 才。���一 �
，
�

��
，〔��， ��〕��一 �。���一 �，���一 �

�
�

��
�〔�， ��〕��一 �。���一 �卫��卜 ‘����一 �，� ���

这里��， ��， �，，
��是最后四个精确力的计算时间

， �。 是最近的
，
�

左伪� �
，�，�，

��称为 �阶均

差
， 无“ �时可以不写

。

各阶均差的定义如下
�

�‘‘������、了，‘，书，�，产�
’ 〔‘。 ， ‘�〕�旦等导业

�
，〔�。 ， ��〕�

�
�〔��， �。 〕�

�
�〔�， ��〕�

�
，〔�。 ， ���一 �

，〔�，， ��〕
��一 ��

�
，
��。

， �，〕 一 �，〔�，， ���
��一 ��

�
�〔�， ��〕 一 ��〔�。 ， ���

亡一 ��

���

从��� 式可以看出
，
均差和差分的产生有些类似

，
若知道 ��，��，�、 ，

��
，�时刻的力 ���办

，

万��
�
�

，
���

�
�

，
���

。
�

，
����

，
则一阶至四阶均差的产生方法如下

�

��，
��亡

�
�

��，
���

�
�

亡�，
���

，
�

亡。 ，
���

。
�

�，
����

�
‘

�
�〔��， ��〕

�
�

���
，

�
，
��

，

�
�

’ 〔‘”

�
�

’ 〔，’

�，��
����

�
�〔�， ��� ���

飞�工
�
��

盆
‘
玉

通
�︺子‘

������������

均差多项式只不过是内插多项式的变形罢了
，
实际上就是内插多项式

。

力�的������级数展开式��阶�为
�

����一 二�。
。
�十分二

�‘ ，
�，

。
卜立于黛几目 � ‘ �

���

欲要以均差表示力的导数
，
可以令���式力的均差多项式和���式力的������多项式相等

，

然后令等式两边�卜 ���的等阶项的系数相等
，
于是得到

�

、夕��褚
矛‘、

�

��
� “ ’一�

’ 〔�。 ， �，�� �
�尹

�
，〔�。 ， ��〕 � ��尹��产��

��。
， �，〕 � �‘ 产��尹��‘

�
�〔��， �。�

�
‘ ” 二 ����

，
��。

， ��〕 � �才�产 � 才�，
��

�〔�。 ， �，〕
� ��

，产��尹 � ��，��， � 才�，��，��
�
��

， �。 〕�
�

‘，’� ����
�〔�。 ， ��〕 ����尹 � ��‘ � ��‘��

�〔�， ��〕�

�
， ‘ ，二�一�

�〔�， ��〕

其中 �。 ‘ � �。 一 �。 ， 无“ �， �， �
。

���式表明四阶均差�
‘
对每一阶力的导数都有贡献

，
而且这，
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贡献仅仅是在每一个公式后面加上一项
。

从均差产生方式���式来看
，
此项只是在预测到 �

时刻的力���后才可得到
，
这称为半迭代过程��

���
一

��������� ����������
，
半迭代过程稍许

多花费些机时
，
但能提高精度

，
而不需要过多的贮存

。

上述为数值积分的主要公式
。

下面叙述在置初值过程中
，
各阶导数的求得

。

在给定初始 条件 二 。 ， �，， �‘ ，玄� �
， �，… ，

�时
，
���式各阶�����

�级数的系数� “ ’
�￡� �

，
�

，
�

，
�可以通过对方程���连续求导数产生 “ ，。

在

下面表达式中的量是以相对坐标�� � ‘ 一 气和相对速度 ” 二�，一 巧表示的
。

乳乙嚼辉
一 。��

。，

�

群�戈没石卿号褚嘿热尹黯
��一 。��

。，

�

���

����

其中
�

��� 二��
，

�������
’ ��

·

��
，一 �，���

， � �，

�� ��，
·

��
，一�����

� � �
·

���
‘ ’ 一 �奋

‘，
���

， � ����一 ��
，
�

假定已经知道一个适当的初始时步尔
‘
�下面说明如何决定�

，
对�。 � �

，
置反 向时间

， 九

一肋�
，，�� �，�，�，

那么均差初始值通过对方程���求逆得到
�

�
’
��

‘ ’ 一 ��
‘ ” ��一 �

�’亡�产���亡
�尹

�
，
��

‘ ” ��一 �
‘。 ’
��

�， � ��，���

刀
�二�

‘ 。 ，
�� � ����

。

这里只到�
�，
的项

。
只要记住力的两类多项式的形式及联系

，
利用半迭代过程

，
考虑到四阶

多项式是很吝易的
。

在���
、

����两式的计算中
，
形式为 ，���

， � ，，
�

’�，
的软势 ����� �����

�

�����很容易被引进来
。

软势的引入
，
使得两颖非常接近的星变得容易处理

。

�
�

单时步算法

单时步算法是力的多项式的一个简单的数值积分方法
，
单时步算法就是标准多项式方法

，

它是�����
一

�����方法�双时步算法�的基础
。
应用单时步算法

，
可以在比较宽广的时间尺度

上得到一致解 ����������� ����������
，
而且能保持相当的精度

，
因此能够使得每颗星的位置

以最大的时步计算
。
它的特点是在积分过程中

，
必须对整个坐标作中间时刻的预测

。

主要计算步骤归纳如下
�

��� 用产生伪随机数的方法
，
产生系统中每一个天体的质量�或等质量�

、

坐标和速度
，

再换算成相对于天体系统质量中心的坐标和速度
。

���用���和����式计算系统中每一天体的力和力的导数
，
�

，
� ” ’ ，

�
‘，’ ，

�
‘，，。

��� 计算每一天体的积分时步
�

」

田�

画
��

‘ ’

��票
厂”� ��
‘ “

田
����勺

尸�
�

���

一一
荟乙
�

这个公式包含力和力的导数
，
是个混合表达式

，
它使得所有导数在时步测定中起作用

。

因此它能适应一些特殊的情况
，
例如在考虑潮汐力时

，
就可能出现合力 �二�的情况

，
或者

万
‘ ” �尸 ” 二 。 的情况

。

尽管出现这些情况
，
从����式可以看出

，
并不影响时步的计算

。

时步
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计算公式不同于�����
一

����� 文章 【�� 中的计算公式
，
这是由 �������经过多次试验之后采甩

的表达式
。

虽然连续时步是以平滑方式正常变化
，
但仍需要设法限制它增长

，
对于一个标准积分来

说
，
采用一个稳定因子

，
限制积分时步的增长

。

式中 刃是个精确的无量纲参数
，
有了 勺就可

独制总的精度
， ” 起到一个相对判据的作用

。

一般情况下
，
标准值是 ” ��

�

��
。

���决定均差多项式中力的四个时刻 ��， �� �，�，�， �，
以 �表示积分历 元 �初始 时瓤

�二 ��
。

��� �一 ���，， 才�二才一 ���
‘

才�� �一 ��，一 ��� �

���用����式计算均差�
‘ ，
�

， ，
�

�。

���计算初始时步目录间隔 ������ �� �
�

搜索
，
引进被积分天体时步目录�������

，
葱�

次
，
���

，
为了避免对系统中�个天体逐一

，… ，玲 ，
凡次

‘
�������的天体为被积分天

万
叉同，�一���

体
。

天体序号存放于被积分天体 的 时步 目录 �������中
， 艺一 �

，�，… ， 扑 ，
一般 ���

�� ， 。
�

��������为存放被积分天体的总数
。

决定下一次修改时步目录的时间 �����
。
����������

� ������
， ��盯 的 初 值 为

零
。

���判别历元 �是否等于零
，
等于零则表明还未进入积分

，
进入第���步，不等于零则甩

���式和���式进行位置和速度的预测
。

��� 计算系统的势能和动能
，
及确定标准穿透时间 ���

。

输出结果
�

积分时间�
，
单时步

·

积分记数������
，
能量������

，
以及部分或全部天体的质量。 ，

时步��
，
位置�和速度�，�

��� 主要积分循环是从决定下一个被积分天体开始的
，
也就是确定玄一���

，
��

，� ��，�
，
声�

�
，�，… ，� 的那一颗天体

，
然后决定被积分天体 云的当前的积分历元�， ���，�尔

�。

如果积分历元 �大于等于修改时步 目录的时间���盯�心
，
则调整时步目录间隔������

，

形成新的被积分天体的时步目录�����
，
重新进行积分循环

。

���� 用下式将系统中�个天体坐标预测到一阶
，

��一 ���
‘ ” ����

，� ������
，� �，〕��，� �，

�‘，� ����

用���式和���式将第 葱天体坐标和速度预测到三阶
。

����计算作用在第 ‘ 天体上的力 〔用���式 〕，
修改时间 ��，

即�
。 � �，

， ����，
， �，” �。 ，�。 �

�，
将第 ‘ 天体的位置和速度预测到四阶�半迭代过程�

，
得到新的坐标和速度

，
代替原来的坐

�

标和速度
。

计算第 坛天体新的均差�
‘ ，
�

， ，
�

�。

����计算第 感天体新的时步��
�，
用����式

。

����如果积分时间 �大于
、

等于结果输出时间����� ������������ � ������，

������为输出时间间隔
，
是输入值

， ����� 初值为零�
，
则转到第���步

，
否则转到第���

步
。

单时步方法每颗星需要��个变量
� 扭

， ���
。
�

， � 。 �， ���
。
�

， ����
，
�

，
�

‘ ” ，
�

，，
�

，，

�
。 ， ��

， �。 ， �，， ��，
朽

。

当计算机的字长的十进制有效位数小于��位时
，
例如���机和 ���

���等计算机
，
为了保证精度

，
需要将 ���

。
�

， ���
，�����

，
��等量用双精度表示

，
这样每版
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星至少需要��个变量单元
。

类似的单时步方法
，
早在六十年代由 ������� 和���比� 等人使用过

。
后来经过 �������

的总结完善
，
形成现在的单时步方法

，
即标准多项式方法

。

�
�

改进的 �����
�

�����方法

单时步方法对系统中的天体逐一积分
，
用它来研究系统的运动规律

，
需占用相当长的机

时
。

为了缩短机时
，
同时又不要降低精度

，
需要寻找新的途径

。
����� 和 ��、��两人在 ���

‘

能��的单时步方法的基础上提出双时步方法
。

他们研究天体系统实际情况时发现
，
对于第 ‘ 天

体来说
，
其他天体对它的作用力� 在不断地变化之中

，
靠得近的变化快

，
离得远的变化慢

。

于是他们提出邻域球 ��������� ������
�的概念

。

设想系统中每一个天体以半径 �
�

的球包围

着
。

邻域内的天体对第 葱个天体的作用力变化快
，
是不规则力 ， 邻域外部天体对第�天体的作

用力是长程力
，
变化较缓慢

，
是规则力

。

规则力和不规则力用两个不同的多项式逼近
，
分别

具有不同的时步
，
一是规则时步

，
一是不规则时步 ， 为了减少力的计算时间

，
两个不同时步

是完全需要的
。
������� 将邻域球的外面又加了一个壳层

，
壳层的外半径为 �’�叹

，
三�

�

���
。 ，

壳层起着一个缓冲带的作用
，
正如前面叙述的

，
用相对坐标和相对速度对壳层内的天体逐一

判别
，
这可以使那些快速运动的天体

，
在穿进邻域球之前就能辨别出来

，
以便区别对待

。

每个天体都有一个邻域球序列目录�����主
，
��

， �二 �
，�，… ，��落二 �

，
�

，… ， “ ， �� �
’ � ’ 。

罗列邻域中的所有天体
，
其中������

，
�存放第 �天体邻域球中天体的总数

。

积分开始时
，

每一个天体具有相同的邻域球半径�
�，
随着系统内天体的运动

，
系统内各处密度是不等的

。

由于限制了邻域内允许最大的天体数目
，
必须自动调节邻域半径

。

结果使得邻域球中的天体

数目既不会超过最大值
，
也不会使邻域处于空白状态

。

邻域球半径 自动调节的方式是
，
首先给出邻域球半径初值�

�，
然后计算半质量半径 、��

����� �
�

��
，

�势能�和邻域中的星数乙
，，
计算密度��

。 ��
，
�����

�

‘ � 一
灭，火

�

顶丁�
����

有了 �值
，
可以用来预测邻域球中的星数乙

夕，

与��
�

��毛。
��

������
’�，

����

式中�
���是邻域中允许拥有星数的最大值�二�

‘�，
�

，
要求与满足

� �《 与 《 �
�

����。 ，
超出范围

的
，
以区域边值代替

。

要求与��
�
满足

� �
�

��簇与��
�《 �

�

��
，
超出的以边值代替

。
于是新的

邻域球半径��
‘ “
由下式算得

�

�君
‘ ，��罗‘��与��

，
�

‘�� ����

有了新的邻域球半径��‘
，
就能重新决定邻域的序列目录�����￡

，
��

，
只要比较新老邻域

球的序列目录
，
就能够决定进入和离开邻域球的星数

。

邻域球的任何变化
，
都迫使两个力的多项式要作相应的改变

。

在均差的计算中
，
首先计

算规则力 �‘
��

，
��
����

，
然后计算邻域中的不规则力�盆‘ 和�少

，
给出新的规则力差分

�

�
，
二��‘

���一 ��份
‘
�忿�一 �君

“ ，
�才��一 �

‘
��

。
�〕���一 �。� ����

式中�扩
‘
��一 ��‘ ��表示邻域球中不规则力的净变化

。
力多项式的修正是在相应的������

级数导数���式上
，
加上或减去相应的改正项

，
而后再利用����式变换得到均差

。 、
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给定初值、 ， � ， �，后
，
两个力的多项式需要置初值

。

进入积分前的主要步骤和单时步方

法基本一致
，
积分的主要轮廓也和单时步方法一样

，
�������将积分循环总结为��步

�

���决定下一个被积分的天体
，
即艺二���，��，� ��，�

，
将 ����� ��

，

定为当前的历元
。

���如果历元 �大于修改时步 目录时间�����
，
修改被积分天体的时步 目录����

，
即改进

时步 目录间隔��
�����

��� 比较规则时间�
， �出

�

和不规则时间 君� 份
。

如果�� ��大于�
， � ��

�

为情况 �，
否则为情

况 �
。

���当为情况 �时
，
作邻域坐标预测 ， 当为情况 �时

，
用����式将所有天体的坐标计算

到一阶 �
�】 〕 。

���将第 落颗星的坐标����和速度砂�亡�预测到�
’

�’ 。

�

���得到邻域内不规则力�少
，
修改不规则均差多项式的时间�

，， 北� �，�，�，。 ，
即

�

��� ��， ��� ��� ��“ ��， ��� 才

���形成新的不规则均差
，
包括半迭代过程

，
即将被积分天体的坐标和速度作四阶改正

。

���仅当为情况 �时
，
外推规则力�

�
���和一阶导数�二

‘ ’
��

，
得到新的力��心和一阶导

数�
‘ ” �盆�

。

然后转到第����步
。

��� 当为情况 �时
，
算新的规则力�

�
和不规则力�黔

， ，
形成新的邻域目录

，
包括密度的

稀疏情况�
，� �和 �，

�几。 的情况
。

����修改邻域半径 �
�，
且修改规则时间�

��
��二 �

，�，�，��
，
即

� �，，� 君
��， �

��� �
，，， �

�，� �
�。 ，

才
��� �

。

���� 用����式计算新的规则力一阶均差及二阶
、

三阶均差
。

用����式得到规则力��今

和�
‘ ” ���

，
加上半迭代过程将坐标和速度计算到� “ ，。

叹���判别邻域中成员的得失
，
计算导数改正

，
然后用变换运算����式得到均差

。

����用����式计算新的规则时步��
� 。

����用����式计算新的不规则时步次
。 。

����重复第���步循环
。

改进的�����
一

����� 方法
，
需要下列基本变量

�

初始值
� ‘ ， ���

。
�

， ��，�
， �。 ， � ，

�
，
尸

‘ ，，。

两套多项式变量
�
�

”

�或�
‘
�

，
�

，，
�

， ，
�

，， ��， �。 ， �，， ��， �，，

邻域球半径
� �

�，

邻域球目录
�

�肛�数目为瑞
�二 � ��

，

总的贮存量
，
每颗星需要�� 十

玩。 ，

��
�二

二�
’�，，
对于多数情况是足够的

，
通常取 �二。 ���

，
那么一颗星需要��个变量单元。 �

当将���
。
�

， 犷���
， ���

。
�

， �。取为双精度时
，
每顺星需要��个变量单元

。

三
、

������� 程 序

�������用数值积分方法
，
编制若干程序

，
为世界各地天文学家引用

。

这些程序是逐
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深入
，
如同阶梯一样

，
一个高过一个

。

例如文件名分别为 ������，
������

，
�加���的

三个�体模拟程序
�

������—标准多项式程序
，
单时步方法

。
���条

。

�����之—改进的�����
一

�����方法程序
，
双时步方法

。
����条

。

������—正规化的�体模拟程序��
���������� �一���� ��������

，
处理

’

系统中天体

相互碰撞的问题
。
����条

。

前两个程序的数值方法
，
本文已作系统介绍

。
������和 ������两个程序不能做碰

撞方面的研究
，
适合子研究软势间题

、

耗散效应������，���� ��������〔例如潮汐场�������������

或者超新星质量损失�
��������� ���� �����等�以及穿透时间较短的问题 ������������ “

。 ������� ������等
。

程序������和 ������是用������
���编制而成

。
可以直接在���机或 班��������

机上运行
。

这两个程序的结构轮廓为以下六个部分
�

����—主程序
，
控制子程序的调用顺序

。

������—从磁盘或磁带读写公用块变量
，
起到信息转贮作用

。

����—为
‘
�����， 子程序提供初始条件 。

�����—为积分做准备工作
。

����叮—包括输出和误差控制
。

������—进行积分
。

感谢�
�

�
�
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