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摘要
:

为测定空间一任意放置的椭球形状设备的变形
,

可根据由全站仪采集到的设备表面离散点的坐标
,

来求得椭

球体的空间位置和大小
.

讲述了通用二次曲面拟合的误差方程和法方程的组成
,

介绍了运用 aJ a 〕b i 变换方法来处

理系数相关性问题和法方程的求解
,

还介绍了将通用系数形式转化为标准椭球方程的方法
,

从而求得观测坐 标系

与椭球主轴坐标系之间的关系
,

最后求得椭球在空间的位置
、

方向和大小
,

以及椭球体的形变值
.
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位于空间的一个椭球形状的设备
,

为了观测其

形变
,

可在其周围布设一个控制网
,

在椭球体表面贴

一些标志
,

采用全站仪观测这些点的三维坐标
.

若将坐标系的原点取在椭球体 的中心
,

3 个轴

( x
,

y
,

h )的方 向与椭球的主轴方向一致
,

称为主轴

坐标系
.

但由于全站仪观测时
,

需以地平面为准
,

取

一方 向为北方 向
,

因此观测采用 的坐标系 ( x
` ,

了
,

六
’

)与椭球主轴方向并不一致
,

需要根据椭球体表面

的离散点坐标 ( x
’ ` ,

夕
` : ,

人
’ :

)
,

i = l
,

2
,

…
, n , n

为观

测点数
,

求空间椭球体的位置
、

方 向和大小
,

椭球体

的形变就是这些观测点与拟合出的椭球体表面的距

离
.

本文根据离散点坐标
,

运用 J a e o b i 变换
,

并得 出

了椭球体的标准方程
,

得出了其形变量
.

拟合二次曲面一般方程

1
.

1 误差方程的建立

为 了避免坐标数值过大而引起的数值计算问

题
,

将观测坐标中心化
,

即
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定义 Q O 二 N
,

Q * 二 s沁
k 一 1凡

(1 ) 取旋转矩阵作为正交变换矩阵 s 庵
,

( 8 )
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式中
: x

’ ,

y
` ,

h
’

为测得坐标分量的均值
.

在平移后的坐标系中
,

空间任意二次曲面的方

程可表示为

CO S a S l n a

: 1一一从
勺白

+
了f、a 。 + a l x “ 十 a Z y

“ + a 3 h
” + a 4 x ,’x

“ 十 a s y ,’h

a6 h ,’x “ 十 a7 x’’ 2 + a8 尹
+ ag h ,’2 = o

式中
: a 、
为拟合系数

.

S l n 口
’

二 C O S a

由于存在观测误差和变形
,

观测坐标 (
x ,’i

,

y ,’i
,

h气)
T 不满足式 ( 2 )

,

将其不符合部分作为观测值
,

列

出误差方程

iV “ 向 + 旬 x 十 礼叭 + 舀3 h ,’i 十

a 4 X 少
+ 云 s y认 ,’, + a 6 h认

’, ` +

|̀||少、 |||t

一一

反7 x 咚十 反s y ,’3 + 反g h ’,

子 ( 3 )

其矩阵形式为 vi = A *△ a 一 L , ,

组成法方程〔`〕

N △a = C ( 4 )

式中
: N = A T A

,

为法方程 系数阵
,

A 为误差矩阵 ;

c = A T L
,

L 为常数向量 ;△a
为拟合系数改正数

.

1
.

2 法方程的求解

从式 ( 3) 和式 (4) 可以看出
,

法方程系数阵 N 的

主元大小差别很大
,

这对法方程求解不利
,

另外
,

可

以想象
,

不能保证
a l ,

…
, a g 相互独立

,

因此 N 很可

能不能直接求逆
.

因为 N 是实对称矩 阵
,

按线性代

数
,

N 存在实数特征根久1 ,

…
,

入9 和特征向量矩阵 R

满足 :

只 T

朋
= A (5 )

厂又
,

1

式 中
: A 二 }

’

: }
.

L 几9」

特征根 入1 ,

一
,

两和特征向量矩阵 R 的求解
,

可

采用适合计算机的 J a

cob
i 正交变换方法图

.

1
.

2
.

1 J a co ib 方法的原理

J aco ib 方法就是寻找一个正交矩阵序列 {又 }
,

使得

若处于 ( i
,

j) 位置
,

在 Q
* 一 1
中的对角元下方

,

找出模

最大的元素
,

取出 T l 二 iQ
` ,

T Z = Q ij
,

T 3 二 jjQ
,

有

co t Z a

T 3 一 T l

2 T 2
= 分

1

泞十 丫1 + 宁“
宁妻 0

` = t a n 口

1

} 穿 }+ 丫1 + 右2
宁< O

1

co s 夕 一

八
-

不于
’ s `n “ 一 ` co s “

浊 5 1 5 2
’ ` ’

凡 = R ( 6 )

这样就有 爪 = s卜百
1… s丁Ns

l s Z …从 = A
,

k ~ co ( 7 )

因此
,

对于充分大的 k
,

便可以利用 爪 的对角

线元素作为 N 的特征根 的近似
,

取 R , = s 1 S 2’ 二 从

作为矩阵 N 的近似特征向量矩阵
.

( 10 )

1
.

2
.

2 aJ e o b i方法的第 k 步迭代过程

( 1) 在矩阵 Q* 一 1中选报模最大的非对角元素
.

(2) 根据式 ( 10) 计算得
。 ,

代人 Q* = s边
* 一 1

.

s k ,

即可消去该位置上的非对角元素
.

(3) 重复以上过程
,

直至所有的非对角元素值

小于设定的限值 (如 10
“ 1 2

)
.

1
.

2
.

3 迭代后的处理

这时
,

特征向量矩阵 R 为

R =
且 kS (川

得到的特征根为

A = R T N R ( 1 2 )

调整 R 的列
,

使得 A 中的元素按绝对值自大到

小排列
.

若有特征根为零 (小于设定的限值 )
,

则说明

N 是奇异的
,

零特征根的个数就是 N 的秩亏数
,

说明

a1
,

…
,

a9 中有几个系数是不独立的
,

要找出非独立

的元素
,

可以全组合分别固定 a1
,

…
, a g 中的某几个

系数
,

使得降阶后 N 的特征根均非零
,

这时
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`N 二 人 A R下

代N
一 ’ = RA

一 ’ RT
( 1 3)

一

{ 么 〔: = RA
一l 尺 I

一

e

1
.

3一般二次曲面的获得

迭代直至改正数足够小
,

便得 到在平移后的观

测坐标系中
,

二次曲面方程的一般形式
,

即为式 ( 2)
.

若定义

「e 一 e 2 e 3 1飞

X = Y + {—
,

—
.

— }
L Z 几l

’

2几2
’

2 久3 」

将式 ( 2 1) 代人式 ( 2 0 )
,

得
_

卜 )
· 。 十 ` ”

…
“ 2

…
` 一 0 `2 2 ,

匕 人 3」

X =

工 =

式 ( 2) 表示为

a (〕
一

l

式中
:

, 。 ,

z ,

」下
,

x
’

= [二
’ ,
夕

〔二
刀 ,

犷
,

/, ”

」T

h
’

」T ,

又1 4 )

比较式 ( 2 2 )与标准椭球方程式
,

得椭球体的主

轴长度为

。 , , 。 2 , 。 3
) x

’ ,
+ x

’ `

T D X
,’ = O ( 1 5 )

二 _

匹
,

。 一

巨
,

: _

巨丫 几 1 勺 几2 、
`

几3

( 2 3 )

测量坐标系与主轴坐标系的坐标转换关系为
口 4 仪 6

2 2

一

「筑
,

筑
,

刽
+ R T x

`

( 2 4 )

( 1 6 ) 若 以 (
。 ,

月
,

) )表示绕 3 个轴的旋转角
,

则 由关

系式 R T = R l
(

a
) R Z

(月) R 3
(了 )

,

可以唯一求出 3 个

旋转角
,

这时式 ( 24) 可以表示 为熟悉的坐标转换公

式
.

X = X 。 + R , ( a ) R Z (月) R 3 (了 ) x
’

( 2 5 )

式中 的平 移 量 X 。 与 式 ( 24 ) 中 的对 应 为 X 。 =

a5一2a9
asas一2

,厂4aa

…;
l一l

一一D

由式 ( l )
,

X’
’

= X
’

一 X
’ ,

X
’

为 3 个分量的均值
,

代人

式 ( 1 5 )
,

得到测量坐标系下二次曲面的一般形式为

乃。 + (乃: ,

b Z ,

占3
) x

’
+ x

’

T D X
`

= o ( 1 7 )

式中
: 「立 竺 少仁

L Z勺 2处 2久3 J

) (为1 ,

乙: ,

乃3 ) = (
a l , a Z , a 3

) 一 Z x
’

n

几
。。 一 。 。 一

(。
, ,

。 2
,

。 3
) r 十 、 ,T

亦 ( ` 8 , 3 形变量的求取

2 归算为标准椭球形式

对式 ( 16) 的矩阵 D
,

按 1
.

2 的类似方法求特征

根 (入 1 ,

入: ,

入3 )和 3 又 3 维 的特征 向量矩 阵 R
,

显然

有

队 …
侧 DR

一

…
久2

…
L 几3」

( 19 )

令 Y 二 R l x
’ ,

即 x
’

= R Y
,

连 同式 ( 19 ) 代 人 式

( 1 7 )
,

得

椭球体形的设备
,

经过一段时间的运行
,

产生形

变
,

以上的方法可 以求出椭 球的参数
,

若要 纠正形

变
,

则需要求得各观测点处的形变量
,

相 当于各观测

点离开标准椭球的距离
,

此距离可 以是垂直距离
,

参

考面为椭球面的切面
,

为了方便纠正
,

变形量也可表

示为以椭球中心为准的凹凸量
,

各观测点 的测量坐 标 ( 二
’ ; ,

了
: ,

h
’ ,

)
,

i 二 1
,

2
,

…
, , , , , ,

为观测点数
,

由式 ( 2 5) 转为椭球主 轴坐标

系坐标 (
二

,

,

y
,

h )
,

若表示为球坐标的形式 (尸
,

笋
,

几 )
,

尸 二 丫 ;
一

2 + 夕2 + h Z

[久
{

为门 十 “ 1 , 乙 2 , ` 3 ”
`
十 y T

…
Y = 0

5 In 华

甲

子 不冲
爷 一 户 ( 2 6 )

5 i n 几 C〔 〕S 几 =

矛

|l|
|IJ、 ||

|

( 2 0 )

式中
:

( : , , 〔
、

: , : 3 ) 二 ( b , ,

b Z ,

b 3
) R

,

式 ( 2 0 )实际上消

除 r 坐标分量之间的交叉项
.

因此
,

主轴坐标系中的

坐标 X 与 Y 的关系为

l之

= 一
, C ( ) S

P

夕

丫二 2 十 y Z 丫二 2 十 。异

各观测点与椭球中心的连线与椭球的交点坐标

表示在椭球主轴坐标系中为 (
。

。 笋 。 久
,

b二 甲
·

is n 几
, 。 is n

妇
,

它与观测坐标 (二
,

y
,

h )之差的模就是
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,

即椭球表面的凹凸量
.

4 算例

表 1 中的
: ’ ,

了
,

h
`

是利用全站仪获得 的某椭

球形状设备表面点的实测坐标
.

表 i 椭球形状设备表面点的实测坐标

aT b
.

1 0 ” dr i n a t` o f op in st s u l , e y de tn

{b。
,

b t ,

…
,

乙9
}

T =

19 6
.

4 0 6

4 14
.

0 0 6

一 3 3
.

2 7 3

2 4 7
.

8 9 5

1
.

5 8 7

2
J.1

曰

1
r|l

||!|
J

i
|!|
.
.

1|

|
I!|
JL

序号 二
’

犷 h
’

形变量

1 一 19
.

4 2 8 〔) 2 2
.

7 6 2 0 一 9
,

19 1 0 一 0
.

0 0 0 1

2 一 2 1
.

5 5 3 0 2 6
.

4 3 5 () 一
9

.

9 0 2 0 一 0
.

0 0 0 1

3 一 2 4
.

12 2 0 2 9
.

6 7 9 0 一 10
.

7 15 0 0

4 一 2 7
.

0 5 5 0 3 2
.

3 8 9 0 一 1 1
.

6 0 6 0 一 0
.

0 0 0 1

5
一 3 0

.

2 63 0 34
.

4 8 6 0 一 1 2
.

5 4 4 0 0
.

0 0 0 1

6 一 3 3
.

6 4 8 0 3 5
.

9 0 5 0 一 13
.

5 0 5 0 0
.

( )0 0 1

7 一 3 7
.

1 1 1 ( ) 36
.

6 0 4 0 一 14
.

4 5 7 0 0
.

0 0 0 1

8 一 4 0
.

5 4 2 0 3 6
.

5 6 0 0 一 15
.

3 7 1 0 0

9 一 4 3
.

8 3 8 0 3 5
.

7 7 6 0 一 16
.

2 2 3 0 0

] 0 一 4 6
.

9 0 0 0 3 4
,

2 7 5 0 一 1 6
.

9 8 3 0 一 0
.

0 0 0 1

1 1 一 4 9
.

6 3 6 0 3 2 10 3 0 一 17
.

6 3 0 0 0

12 一 5 1
.

9 59 () 29
.

3 2 5 0 一 1 8
,

14 3 0 0

13 一 5 0
.

6 8 0 0 一 2
.

0 6 5 0 一 16
.

5 7 7 0 一 0
,

0 0 0 1

14 一 4 8
.

1 12 0 一 5 3 0 7 0 一 15
.

7 6 5 0 0
.

0 0 0 1

巧 一 4 5
.

17 8 0 一 8 0 18 0 一 14
.

8 7 4 0 0

16 一 4 1
.

9 7 0 0 一 10
.

1 14 0 一 13
.

9 3 5 0 0

17 一 3 8
.

5 8 4 0 一 1 1
.

5 3 3 0 一 ] 2 9 7 4 0 0

18 一 3 5
.

12 2 0 一 12
.

2 3 1 0 一 12
.

0 2 0 0 0

19 一 3 1
.

6 90 0 一 1 2
.

18 8 0 一 1 1
.

10 7 0 0
.

0 0 0 1

2 0 一 2 8
.

3 95 0 一 1 1
.

4 0 4 0 一 10
.

2 5 6 0 0
.

0 0 0 1

2 1 一 2 5
.

3 3 3 0 一 9
.

9 0 3 0 一 9
.

4 9 6 0 0
.

0 0 0 1

2 2 一 2 2
.

5 9 9 0 一 7
.

7 2 9 0 一 8
.

8 5 1 0 一 0
.

0 0 0 2

2 3 一 2 0
.

2 7 6 0 一 4
.

9 5 3 0 一 8
,

3 3 7 0 一 0
.

0 0 0 1

2 4 一 1 8
.

4 3 3 0 一 1
.

6 5 5 0 一 7
.

9 7 3 0 0

5
.

0 2 9

一 7
.

72 2

7
.

4 14

6
,

4 4 8

5 9
.

9 7 4 8 8 8

根据式 ( 2 5) 得到标准椭球坐标系与测量坐标系

间对应的参数关系为旋转角 ( ar d)
:

{
a ,

召
,

了 } == {1
.

4 7 7 2 7 4 22 5 2 9 9 7 1
,

3
.

7 2 8 2 2 6 4 8 8 9 7 4 3 2
,

1
.

4 8 4 2 7 1 2 6 6 0 2 8 9 4 }

平移量 ( m )
:

x 。 = {20
.

0 3 8 8 5 9 3 0 2 8 7 3 9
,

2 3
.

6 3 4 3 4 5 982 8 6 7 4
,

一 3 1
.

1 2 7 5 6 6 4 3 3 7 4 8 2 }

求出椭球后
,

算得的观测点处的形变量
,

也表示

在表 1 中
.

5 结语

将表 1 中的观测坐标利用式 ( l) 进行坐标平移
,

在平移后的坐标 系 (了
,

犷
,

h
”

)中根据式 ( 3 )列误差

方程
,

平差后求得拟合参数为

a o , a l , “
’ , a g

7 4 3
.

6 7 1

一 0
.

0 63

一 0
.

0 0 3

0
.

0 4 9

1
.

5 8 7

5
.

0 2 9

一 7
.

7 2 2

7
.

4 1 4

6
,

4 4 8

对于空间一任意斜置 的椭球体设备
,

利用全站

仪采集 了表面部分点的坐标后
,

可以由本文介绍的

模型求出椭球参数和各观测点处的形变量
.

模型在

实际工程中得到应用
,

有以下几点可以探讨
.

( 1 ) 若式 ( 1 9 )中的 3 个特征根中有零
,

则需对

观测数据进行检核
,

例如观测点个数太少
,

或者观测

分布不够充分
,

或观测点不能表示椭球

( 2) 变换式 ( 19) 中特征 向量矩阵的列
,

可以变

换特征根的次序
,

即变换椭球主轴的坐标次序
,

这时

旋转角会相应变化
.

`3 ) 本文的法方程求解方法在计算机中实现较

方便
,

对性能不好的法方程求逆有好处
.
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