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摘　要:从卫星的运动方程出发 , 提出了基于 H elmer t变换的动力学轨道平滑的方法。首先基于卫星运动方

程得出在给定初始状态下的动力学积分轨道 , 然后在精密星历采样时刻建立动力学积分轨道与精密星历之

间的 Helmer t变换模型 ,从而实现动力学轨道平滑。计算结果表明 , 该算法得到的动力学平滑轨道具有与

IGS 精密星历相当的精度。
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　　精密点定位(precise point posit ioning ,

PPP)是在 GPS产品精度提高的前提下快速发展

起来的 , GPS 产品的质量将决定精密点定位

(PPP)的精度。 IGS 提供的最终 GPS 精密星历

的采样率为 15 min ,远大于常用的观测数据采样

率(30 s),因而需要采用一定的算法得到观测时

刻GPS卫星的轨道 。目前 ,很多基于内插原理的

算法如切比雪夫多项式
[ 1 , 2]
、Lag range 插值 、

New ton多项式插值 、滑动式内插[ 3] 等被提出来

了。大量文献显示 ,这些算法在精密星历采样的

历元吻合较好 ,但都没有考虑卫星运动的动力学

特性 。基于此 ,本文提出了基于 Helmert变换的

动力学轨道平滑方法 。

1　动力学轨道积分

卫星运动遵从牛顿定律 ,从牛顿定律出发 ,卫

星运动方程可以表示为:
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式中 ,GM 为万有引力常数:r
 ̈
为卫星运动加速度

矢量;r
 
为卫星在给定坐标系中的位置矢量;r=

 r
 
 为半径 。第一项为地球对卫星的引力引起的

加速度 a ,表示其他摄动力引起的卫星加速度 ,包

括地球重力场 、日月引力 、地球固体潮等;参数

p1 、p2等表示摄动力参数 ,对于 GPS卫星 ,一般只

包括太阳光压参数 ,这些参数一般作为未知参数

进行估计 。

将式(1)以及卫星轨道的初始状态写为:

﹒x =F(x , t)

x|t
0
= x0

(2)

其中 , x0 为卫星的初始状态 ,包括初始历元的卫

星位置 r0 、速度 ﹒r0 、动力参数 p0 。对卫星运动方

程在确定的初始状态下进行数值积分 ,可得到卫

星参考轨道 x
＊。

对式(2)在 x
＊
处进行泰勒级数展开 ,令δ=x

-x＊ , 则有:

﹒δ= F(x , t)
 x x=x

＊δ (3)

设式(3)的解为:

δ=Χ(t , t0)δ0 (4)

δ0 = x
＊
0 -x 0 (5)

则有:

﹒Χ(t , t0)=
 F
 x
Χ(t , t0)

Χ(t0 , t0)= I

(6)
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其中 , I 为单位矩阵;Χ(t , t0)被称为状态转移

矩阵 。

式(4)表示了初始历元轨道参数的改正数与

任意历元轨道参数改正数之间的转换关系。动力

学定轨中 ,一般对式(2)、式(4)同时积分 ,并且通

过状态转移矩阵在观测方程中对轨道初始状态的

改正值进行估计 。

2　基于 Helmert变换的动力学轨道

平滑

　　动力学轨道积分得到的轨道依赖于两方面 ,

一是卫星的初始状态 ,一是卫星的运动方程 。目

前 ,GPS 卫星运动方程中的各种摄动力模型的精

度已经得到了极大的提高 。根据文献[ 4] ,采用现

有的力模型 ,外推 3 d的积分轨道精度能够优于1

mm ,从而动力学积分轨道的主要影响因素为卫

星初始状态。初始状态的误差表现在积分时刻动

力学积分轨道中 ,可以认为其与卫星的实际轨道

(精密星历轨道)存在 Helmert 变换 。在地固系

中 ,对任意时刻 ti 的精密星历轨道与动力积分轨

道建立 Helmert变换:
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式中 ,(X i
K ,Y i

K , Z i
K)为精密星历轨道;(X i

T ,Y i
T ,

Z
i
T)为由轨道积分得出的动力学轨道;ΔX 、ΔY 、

ΔZ 、α、β、γ、K 为 Helme rt变换参数 。轨道积分得

到的动力学积分轨道是在惯性系下定义的 ,(X
i
T ,

Y
i
T ,Z

i
T)表示为

[ 5]
:
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式中 ,(X
i
I ,Y

i
I ,Z

i
I)为 ti时刻惯性系中卫星的动力

学积分轨道;Q(ti)、R(ti)、W(ti)分别为该时刻的

岁差-章动 、自转 、极移矩阵。

将式(8)代入式(7),得:

r
i
K =ΔT +(1+K)R1 ·R2 · r

i
I (9)

式中 , r
i
K 、r

i
I分别为精密星历轨道以及动力学积分

轨道;ΔT 、K 代表相似变换中的平移参数以及尺

度参数;R1 、R2 分别代表 Helmert 变换以及参考

系变换的旋转矩阵(包含地球自转参数)。

对式(9)进行泰勒级数展开 ,得:

r
i
K =r

i
K , 0 +

 r iK
 x

dx (10)

其中 , riK , 0为利用初值根据式(9)求得的值。 t i时

刻 ,式(10)中待求参数的改正数写为:

dv =(dHel ,dR2 , dr iI)T (11)

dHel =d(ΔX , ΔY , ΔZ , α, β , γ, K)
T
(12)

dR2 =(X p ,Y p , UT 1 , ﹒X p , ﹒Y p , ﹒U T 1)
T
(13)

其中 ,dHel为 Helmert 变换参数;dR2 为参考系

变换的参数的改正数 ,包括极移 X p 、Y p及其变化

率 ﹒X p 、﹒Y p 、时间变化及其变化率 U T1 、﹒U T 1;driI为

t i时刻动力学积分轨道的改正数 。driI可以表示

为:

driI =Χ(ti , t0)dr0 (14)

此时 ,dr 0为轨道积分初始状态的改正数。从而在

式(11)中 ,待求参数可以重新写为:

dx =(dHel ,dR2 , dr 0)T (15)

对应于式(15),式(10)中的偏导数 r iK/ x写为:
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　　基于式(10),对于精密星历 N ob s个(一般为

96个)观测历元 , 3N obs个观测方程的系数阵 A以

及残差阵L 可以写为:

A =

A1

A2

…

AN
obs

,L =

L1

L2

…

LN
obs

=

r
1
K -r 1K , 0

r
2
K -r

2
K , 0

　 …

r
Nobs
K -r

N obs
K , 0

(17)

从而观测方程可以写为:

Adx =L (18)

法方程为:

Ndx =b (19)

式中 ,

N =A
T
A ,b =A

T
L (20)

　　按照最小二乘原理 ,所有观测历元的法方程

等价于单个历元法方程的叠加 ,也即式(20)可以

表示为 N ob s个观测历元各自法方程的叠加:

N =∑
N
obs

i=1
(AT

i A i),b =∑
N
obs

i=1
A

T
i L i (21)

利用最小二乘迭代 ,就能够得到轨道初始状态的

改正数(δr 0 ,δ﹒r0 , δP0)。利用新的卫星初始状态

重新进行动力学轨道积分 ,得到动力学平滑轨道。

3　数据处理

基于以上模型 ,对 2005 年 DOY062 天 GPS

轨道进行了计算 。数据处理的主要参数如下:积

分步长为 9.375 s ,轨道输出时间间隔为 15 min ,
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估计参数为轨道初始状态改正数(坐标 、速度 、9

个太阳光压参数);初始轨道以 GPS T 12:00 为初

始历元 ,坐标基于 SP3 精密星历 ,速度由 SP3精

密星历内插获得;动力学轨道从初始历元分别往

前 、后各积分 12 h 。采用的卫星动力模型包括重

力场 、固体潮 、太阳 、月亮引力以及太阳光压。地

球自转参数采用了 IGS 综合解的结果 。

通过不同参数设置的情况 ,首先对模型参数进

行分析。表 1列出了不同参数设置的情况。图 1

列出了 GPS 卫星 PRN01在不同参数设置情况下

轨道平滑的中误差。其中 ,在第 7种参数设置的情

况下 ,轨道平滑的解发散;第 8种情况下 ,三维中误

差达到 85.3 m ,这是由于模型中参数 R1 、R2 之间

存在很强的相关性 ,如何同时求解这两种参数需要

进一步研究 。同时也发现 ,估计地球自转参数的第

4 、第 6种参数设置情况下 ,轨道的精度最高 。

表 1　不同参数设置

Tab.1　Parameter Se tting s

Ex .1 Ex.2 Ex.3 Ex.4 Ex.5 Ex.6 Ex.7 E x.8

ΔT × × × ×

R1 × × × ×

R2 × × × ×

　　注:×表明模型中对该参数进行估计。

　　将平滑轨道与 SP3 星历进行对比 ,图 2 给出

了在第 2 种参数设置下 , GPS 卫星 PRN01 动力

学平滑轨道与精密星历 SP3轨道的差别。对所

有的G PS卫星在该天的动力学平滑轨道进行统

图 1　轨道平滑中误差统计

Fig.1　Statistics o f RMS of O rbit Smoothing

计 ,图 3给出了所有卫星动力学平滑轨道与精密

星历差值平均值的绝对值 ,图 4给出了每颗卫星

动力学平滑轨道与精密星历差值的中误差 ,图 5

表示每颗卫星轨道三维差值的平均值。

图 2　动力学平滑轨道与 IGS 精密星历的比较

g.2　Orbit Diffe rence Be tw een Dynamicsmoo thing

O rbits and IGS Orbits

图 3　动力学平滑轨道与 IGS 精密星历的差值平均值的绝对值

Fig.3　Ave rage Difference Between Dynamicsmoo thing O rbits and IGS Orbits

图 4　动力学平滑轨道与 IGS 精密星历差值的中误差

F ig.4　RMS of the Diffe rence Be tw een Dynamicsmoo thing Orbits and IGS Orbits
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图 5　动力学平滑轨道与 IGS 精密星历三维距离差的平均值

Fig.5　Ave rage o f 3D Difference Between Dynamicsmoo thing O rbits and IGS Orbits

　　从图 2可以看到 ,动力学平滑轨道与 IGS 精

密星历的差值相当平缓 ,差值最大值约为 4 cm 。

从积分原点(12:00)出发 ,可以发现 ,差值在前 、后

12 h基本上各自形成一个与该卫星运动相一致

的周期。卫星运动的动力学方程保证了任意积分

历元与实际轨道的差值将在该周期内平缓变化。

从图 3 可以看到 ,对于卫星动力学平滑轨道与

IGS精密星历差值平均值的绝对值 ,对绝大部分

卫星 ,该指标小于 2 mm ,这表明该动力学平滑轨

道与 IGS精密星历的参考框架符合较好。

图 4结果表明 ,三个分量上差值的中误差都

小于 3 cm ,3D中误差小于 4 cm ,这与 IGS精密轨

道标称精度(5 cm)相当 ,说明利用本文得到的动

力学平滑轨道具有与精密星历相当的精度。将采

样历元的轨道差值转化成 3D距离差 ,从图 5中

可看到 , 所有卫星 3D 距离差的平均值都小于

4 cm 。

第 3到第 6种参数设置的情况与以上统计结

果类似。所有统计结果表明 ,基于卫星运动方程

的轨道平滑模型解决了常用拟合方法存在的问

题 ,取得了较好的结果。
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Abstract:A dynamic approach is developped , which is based on the mo tion equat ion of GPS ,

to produce the high frequency GPS o rbits.The method f it s dynamic-integ rated orbits to pre-

cise o rbits at the sampling epoch.A model based on Helmer t t ransfo rmation is int roduced.

Results show that the fit ted o rbits have a same precision of IGS SP3 orbits.
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