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一、应用背景
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大地测量在国民经济建设、国防建设、地球科学等方面有广泛的用途

大地测量



 大地测量涉及大量复杂繁琐的数学分析过程：

l椭圆函数幂级数展开

l隐函数复合函数微分

l质体引力积分

l摄动函数展开

l微分方程数值解法
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一、应用背景
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       限于当时的历史条件和分析手段，老一辈大地测量学家

在解决这些问题时，主要由人工推导完成，存在以下缺陷：

l 导出的公式繁琐冗长，计算效率不高

l 包含复杂的迭代计算，理论分析不甚方便

l 近似处理会导致一些偏差，计算精度不高

l 部分公式以具体的数值形式给出，缺乏普适性 

l 可视化手段比较弱，未引起足够的重视   

一、应用背景

许多问题依靠人工推导解决得绝非完美或者根本无法实现！
年青一代应该有信心对现有教科书理论或公式提出质疑！



重力等位面和重力线

  计算机代数的出现，为这些问题的解决提供了

  绝佳的手段。 

  计算机代数的特点是能够借助计算机代替人工

  进行符号的数学推演。

  可以使数学分析的效率得到空前的提高，

  可视化变得非常方便。

一、应用背景



一、应用背景 

计算机代数系统无与伦比的符号运算和可视化分析能力为
大地测量理论推导和可视化分析提供了强有力的支持！



一、应用背景 

人工推导 计算机代数推导



前辈杨启和推导的系数 计算机代数推导的系数

等角纬度正解展开式

一、应用背景



传统的数值形式 计算机代数推导的符号型公式

一、应用背景 

等角纬度反解展开式



各类纬度正反解公式精度
分析

   几何大地测量

      地球椭球常用纬度间的正反解变换

最少提高2个数量级，最多提高4个数量级！



一、应用背景
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• 等面积纬度

• 级数展开式为



一、应用背景

8阶导数表达式达36页之巨！
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• 等面积纬度

• 级数展开式为



高效地解决了经典卫星定轨理论中的一
些复杂的微分积分运算、幂级数展开和
迭代算法问题

一、应用背景



一、应用背景

质体重力梯度空间分布



一、应用背景

球面调和
函数变化



法截面椭球
几何元素

可视化表示

一、应用背景



压力剪切波动态变化

一、应用背景



二、研究目标和研究内容

　　充分利用计算机代数系统强大的符号推导和可视
化分析能力

l 推导建立理论上更严密、形式上更简单、精度上
更准确的大地测量符号化表达式。

l 揭示大地测量各类复杂数学模型和海量数据背后
　隐藏的规律。

    实现大地测量学在一些具体数学分析问题上的突破
和创新，进一步丰富和完善大地测量学的理论分析体系。

2.1  研究目标



二、研究目标和研究内容

2.2  研究内容

1.几何大地测量方向

(1)椭球面点线角面体符号化表达式
(2)椭球面到平面的投影及变换
(3)空间大地测量中的各类几何关系

2.物理大地测量方向

(1)各类奇异积分精密符号表达式
(2)地球重力场椭球谐函数边值问题
(3)地球物理场导航与探测

3.卫星大地测量方向

(1)引力泛函和引力梯度符号表示
(2)卫星摄动理论
(3)卫星轨道微分方程数值解法

4.  地球动力学方向

 (1) 三轴分层地球自转
 (2) 地球自由振荡高精度探测
（3）更复杂的边界条件



ü椭球面点线角面体符号化表达式

       椭球面上和空间几何实体元素间的更严密的几何关系和符号化表示

ü椭球面到平面的投影及变换

       导出各类投影正反解关于椭球偏心率的符号表达式，建立各类投影间变换的

  直接解算模型

核心研究内容（1）—几何大地测量方向

(fo,o)
(xo,yo)

X

Y

Origin



ü各类奇异积分精密符号表达式

           化与距离倒数有关的各类奇异积分非奇异，导出其符号表达式

ü地球重力场椭球谐函数边值问题解

      椭球界面下边值问题的求解，导出各类积分问题的解析公式或级数解

ü地球物理场正反演算法符号化表示

      

核心研究内容（2）—物理大地测量方向

Origin



ü卫星摄动理论

       摄动函数、偏心率函数等特殊函数的高阶展开

ü轨道微分方程数值解法

       推导出新型的微分方程数值解公式，导出精度更高的数值解法

ü引力泛函和引力梯度符号表示

       引力泛函和引力梯度张量在不同坐标系下的表示及变换公式

核心研究内容（3）—卫星大地测量方向

Origin



ü三轴分层地球自转模型
1）顾及圈层耦合的三轴分层地球自转模型及分析解

2）十年尺度日长变化机理研究

ü三轴分层地球自转激发函数
1）基于物质迁移过程的三轴分层地球自转的有效激发函数；  

2）Chandler 晃动机理研究

核心研究内容（4）—地球动力学方向

三轴地球自转理论

(Yang and Shen 2016)

(Chen, Shen, et al. 2013a)



ü 几何大地测量中空间点、线、面、体等元素的可视化表现手段和算法，椭球面投影
到平面后经纬线变形规律；

ü 物理大地测量中各类球谐函数、椭球谐函数的可视化表达；

ü 卫星大地测量中的轨道摄动函数的动态描述；

ü 三轴分层地球自转和地球自由振荡高精度探测可视化表达。

核心研究内容（5）—大地测量计算机代数可视化

Origin



拟解决的关键科学问题

Origin

（1）根据问题的几何/物理/统计特性，分析建立所要解决数学

     分析问题的数学模型。

（2）依据建立的数学模型，将传统的面向人工推导的各类特殊  

     函数和级数展开式，改造成适合计算机代数系统推导的数  

     学形式。

（3）对人工推导需要极大忍耐力的摄动分析、倾角函数、偏心  

     率函数，需要解决各下标变量的逻辑分析次序。



三、新书内容推介

  



重力＝引力＋离心力



Mathematica计算机代数系统



Maple计算机代数系统



重力＝引力＋离心力





重力＝引力＋离心力



重力＝引力＋离心力



重力＝引力＋离心力









重力＝引力＋离心力



重力＝引力＋离心力







重力＝引力＋离心力



    几何大地测量

工作三：高斯投影复变函数表示

Ø 针对传统高斯投影表达式复杂冗长，计算繁琐且需进行分带处理的缺点，
项目引进复变函数，通过解析开拓，将高斯投影从实数域拓展到复数域，创
造性的发展了高斯投影理论与技术。

与传统高斯投影相比高斯投影复变形式不受带宽影响

相关成果收录于《高斯投影的复变函数表示》



    几何大地测量

     高斯投影复变函数表示

Ø 在高斯投影复变函数理论的基础上，进一步建立极区高斯投影的复变函数
表示，一定程度上丰富和发展地图投影理论

相关成果收录于《高斯投影的复变函数表示》

o高斯投影统一公式优势：

• 无分带，可绘制出极区360°连续投影图

• 陆海图统一，更好的体现极区陆海位置关系

• 解决传统投影公式极区奇异问题

北极地区航线示意图



   大地测量计算机代数可视化

工作一：法截面子午线椭球高斯投影计算机代数可视化

法截线正切面椭圆特征点轨迹 法截线斜切面



    大地测量计算机代数可视化

工作二：旋转椭球空间渐屈面计算机代数可视化

Ø 曲率中心的轨迹构成曲线的渐近线，过左一图中I、J、K点的星形线为椭圆的
渐屈线，利用计算机代数系统，可完成旋转椭球及其渐屈线轨迹的三维可视
化建模，

子午线曲率中心及渐屈线

旋转椭球渐屈线轨迹



2. 5  大地测量计算机代数可视化

工作三：地图投影计算机代数可视化

Ø 利用计算机代数复变函数绘图功能，可以非常方便地将地图投影坐标曲线可
视化

高斯投影复变函数绘图 斜轴高斯投影变形动态可视
化



国家自然科学基金
重点项目中期评审
会

        学术交流
 



四、特色与创新之处

1.突出大地测量学的“数学分析”过程和背景，强化  

  大地测量可视化，提升大地测量表现力。

3.可以考虑更多的因素和更高的阶数，符合大地测量

强烈的高精度需求背景。

4.1  特色

2.独树一帜的符号运算，有别于传统的数值计算，导

出的公式具有普适性。



 汇报结束，         

敬请各位同行

 批评指正！


